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概率 论 极 限 理论 是 概率 论 的 主要 分 支 之 - - ,也 是 概率 论 的 其 他 分 支 和 数 
理 统计 的 重要 基础 。 前 苏联 著名 概率 论 学 者 科 尔 莫 戈 罗 夫 和 格 涅 坚 科 在 评论 
概率 论 极限 理论 时 曾 说 过 :“ 概 率 论 的 认识 论 的 价值 只 有 通过 极限 定理 才能 被 
揭示 ,没有 极限 定理 就 不 可 能 去 理解 概率 论 的 基本 概念 的 真正 含义 , ”极限 理 
论 的 基本 内 容 是 每 一 概率 统计 工作 涯 必须 掌 握 的 知识 与 工具 。19 世纪 20 年 
代 以 前 ,中 心 极限 定理 是 概率 论 研 究 的 中 心 课题 ,经 典 极限 理论 是 概率 论 发 展 
史上 的 重要 成 果 。 近 代 极 限 理论 的 研究 至 今 方兴未艾 , 它 不 仅 深化 了 经 典 理论 
的 许多 基本 结果 ,也 极 大 地 拓展 了 自己 的 研究 领域 .这些 都 是 和 概率 论 其 他 分 
支 以 及 数理 统计 的 最 新 发 展 相 联系 的 。 

本 书 旨 在 介绍 经 典 的 和 近代 的 概率 极限 定理 的 基本 理论 ,内 容 包括 :关于 
猎 立 随机 变量 和 的 经 典 的 分 析 概 率 论 ;随机 过 程 与 数理 统计 中 十 分 有 用 的 泛 
函 极限 定理 : 近 二 十 年 中 发 展 起 来 的 强 不 变 原理 的 基本 结果 和 Banach 空间 值 
概率 极限 理论 初步 。 全 书 分 六 章 ,第 一 章 是 有 关 的 概率 论 基 本 知识 的 简要 回顾 
种 必要 补充 ;第 二 章 氢 述 了 分 析 概 率 论 的 主要 结果 ;第 三 章 综述 了 大 数 定律 、 
重 对 数 律 .完全 收敛 性 和 随机 变量 级 数 的 收敛 性 ;第 四 章 论 述 了 概率 测度 弱 收 
伍 一 一 弱 不 变 原理 的 基本 理论 ;第 五 章 给 出 了 强逼 近 理 论 的 基本 结果 ;第 六 章 
介绍 了 Banach 空间 值 随机 变量 的 若干 极限 定理 .概率 不 等 式 是 极限 理论 的 关 
键 性 工具 ,在 概率 论 的 其 他 分 支 和 数理 统计 的 研究 中 也 扮演 着 重要 角色 ,在 附 
录 中 我 们 收集 了 一 批 重 要 的 概率 不 等 式 。 

本 书 是 概率 论 极限 理论 的 一 本 人 门 教材 ,可 作为 概率 论 与 数理 统计 专业 
研究 生 的 学 位 课程 教材 ,也 可 作为 大 学 数学 专业 学 生 的 选修 谋 教材 ,并 可 供需 
要 这 方面 知识 的 读者 自学 。 作 者 也 期 望 本 书 对 于 概率 统计 的 专业 工作 者 有 参 
考 价值 。 

本 书 的 写作 和 出 版 得 到 了 原 国家 教委 重点 教材 建设 基金 的 资助 ,国家 自 
然 科 学 基金 和 浙江 省 自然 科学 基金 的 资助 ,也 得 到 了 杭州 大 学 教材 出 版 基金 
的 资助 .本 书 得 到 了 概率 论 与 数理 统计 教学 指导 组 专家 的 指导 和 支持 ,特别 是 
陈 木 法 教授 等 提出 了 不 少 具体 的 建议 ,使 本 书 增色 不 少 。 高 等 教育 出 版 社 , 特 
别 是 高 尚 华 同志 为 本 书 的 出 版 黎 了 大 量 的 工作 。 作 者 灌 向 他 们 以 及 所 有 关心 
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第 一 章 准备 知识 


$1 ”随机 变量 与 概率 分 布 


设 绢 是 由 一 些 元 索 组 成 的 非 空 集 , 其 元 素 ( 常 记 作 oO 叫做 点 或 基本 束 件 . 
通常 称 仙 为 基本 事件 空间 . 记 .ez 为 由 品 的 某 些 子 集 组 成 的 集 类 ,如 果 它 具有 
性 质 : 

G) Q € .ms 

GDR A € r,i = 1.2, NL YA € >Z, 
那么 称 .x 为 事件 的 o 域 ,并 称 -ex 中 的 元 素 为 事件 . 

设 P (AD CA € .wv) 是 定义 在 c 域 -ex CEREREA. 若 它 满足 条 件 : 

G) 98— A € .vy, 有 0 所 P(A) <S 1; 

GDP = 1 

Gü) 对 任意 A, € (a = 1,25), A, N An = @ @ £ m), [30 Jl 
性 : 

PAD = EPA» 


WAPO 是 -er 上 的 概率 测度 ,简称 概率 . 值 P(4) 称 为 事件 4 的 概率 , 三 元 
BEA, P) 称 为 概率 空间 - 

概率 的 可 列 可 加 性 与 如 下 的 上 连续 性 等 价 : 设 事件 列 {8,} 单调 不 增 , 即 
B. DB, D DB, D BIHE n 2 1, QA = Ø MlimP(B,) =0. 

WX = X(o) REENA Liy 838 63 IR o -sz 是 可 测 的 ， 
就 称 X 为 一 随机 变量 ( 简 记 为 z,v. ). 以 后 我 们 也 允许 fr, v. 在 概率 为 零 的 集合 
上 取 无 穷 值 . 记 Z 为 Ri = (一 coyco) 中 所 有 Borel 集 组 成 的 集 类 ( 它 是 一 个 
5 域 ), 我 们 称 定义 在 B LKRRA Px(B) 一 Pfw:X(w) € B}(B € B) 为 
r.v. 和 的 概率 分 布 . 这 样 ,由 概率 空间 (中 ,.ozr,P) 上 的 一 个 r,v. 关 可 以 诱导 出 
一 个 新 的 概率 空间 (Ri, 多 ,Px). 

i Fa) = Px((— o,r) = PX < z)Xz € R REE v. X AAt 
BREA d.f). 易 知 它 具 有 性 质 : 
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D F(x) 是 不 减 , 左 连续 的 ; 

Gi) lim Fle) = 0.limF(z) = 1. 
反之 ,可 以 证 明 任 一 具有 性 质 Gi) Gi) 的 函数 F(z) 必 为 某 个 概率 空间 上 某 一 
r.v. X d.f. 

MRER 上 存在 一 个 有 限 或 可 列 的 点 集 B, 对 每 一 z+ € B, P(X = >) 
> 0 且 使 得 P(X € B) = 1, 则 称 r.v.X 是 离散 型 的 , 称 它 的 d.f. (x) 是 离散 
分 布 ,使 得 P(X = z) > 0 的 x 为 r.v.X 的 可 能 值 . 

RAE r. v. XR 上 任 一 有 限 或 可 列 的 点 集 B APA € B) 一 0, 就 称 
r. v. X 的 分 布 是 连续 的 . 若 对 任何 Lebesgue WE CL WEE) 为 0 的 Borel # B, 
有 PLXE B) = 0, r. 7 六 是 连续 型 的 , 它 具 有 绝对 连续 的 分 布 . 若 工 的 分 
布 是 连续 的 , 且 存 在 工 测 度 为 0 的 Borel 集 8, 使 P(X € B) 二 1, 则 称 r+.v. X 
的 分 布 是 奇异 的 - 

Adi F(z) 是 绝对 连续 的 , 即 对 每 一 x 有 


Fa) = | pode, 


Hh pir) EIEN 806 3k. i pl) Er v. AERO ) 密度 或 密度 函数 . 
若 对 每 一 > 0,# F + e) — F(z — s) > 0, Wk z B d. t. FO) 的 一 
个 支 返点 . 全 体 支撑 点 组 成 的 集合 称 为 的 支撑 . d. f. 的 不 连续 点 是 它 的 支撑 
RA P) 是 一 概率 空间 ,如 果 4E .mw ,P(A) > 0, AIHER BCA, 
或 者 P(B) = 0, RE PB) = PCA) WI A 是 P 的 一 个 原子 . 
由 Lebesgue 分 解 定理 和 单调 函数 的 性 质 可 知 , 任 一 d.f. 了 (x) 可 唯一 地 
分 解 成 如 下 形式 : 
F(x) = C,F,Gz) + C,F,(z) + Cabslz), GQ. 15 


JORG IOG = 1,2,3), XICO = 1E, 0), F) ,F(z) 分 别 是 离散 的 、 绝 对 


连续 的 和 奇异 的 d. £. 

Ë X E r.v. , 当 匀 与 一 X 有 相同 的 分 布 时 ,我 们 称 X 是 对 称 的 fv. 

W X,,X,,- X, 是 定义 在 同一 概率 空间 上 的 TY , 则 称 X = XX, 
> X,) 为 维 随机 变量 或 随机 向 量 . 对 任 一 ” 维 欧 氏 空间 R" 中 的 Borel 集 B, 记 

P(B) = P(X € B) = Pe: (X (e), ,X,(6)) € B}, 
称 Px 是 随机 向 量 X 的 概率 分 布 记 
ET = PIX < zt Kr) rT) € R, 

称 它 为 ” 维 随机 变量 (X, X. 的 = 元 分 布 苗 数 或 随机 向 量 X 053 BB. 
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易 知 它 具 有 人 性质: 
G) 对 每 一 zz:( = leend F(zi e z.) 是 不 减 左 连续 的 ; 


Gi) lim F(z(aoz) 一 0 G = 1," n), 


lm Flr) = 1; 


apra 


Gü) X} R" 中 任 一 失 形 集 4 = (>= aporia Sa Kh” [KiK h 


有 
PX E A)= Pla S X Kolin} 
= Fb) 一 JE ean b) + e 
+ (— F(a, a,), 


Fy) = lim F(y t 3232535) 
y 


z 
称 为 随机 向 量 X 的 一 元 边际 分 布 ， 
W X... X, 是 ”个 rv， 称 它们 是 相互 独立 的 , 若 对 R' 中 任意 4 个 
Borel $ B, Ba BIE 16; X (a) EB OLSN ERLA B 
PA € Bp) = JI Pex, € Bo. 


i=l 


BAT y. Xow X, 相互 独立 当 且 仅 当 对 任何 实数 er 有 
Fr) = |F F), 


中 F(x) = P(X; < x). 
Brv. X, fl X, 独立 且 它 们 的 d.f. 分 别 为 Fx) A F,Cz), BB r. v. 
Xi 十 Xi 的 d.f. 为 


F, * F,G) = f FG — adP,G), 


Fix F, 称 为 P, 与 F; 的 郑 积 . 

Ë X..X,. EA rv. HHE n Xit Xa 是 相互 独立 的 , 则 称 此 
r,v. 序 列 是 相互 独立 的 . 又 若 Xo Xn EAI r.v ,而 上 和 8 分 别 
是 定义 在 R" 和 R" 上 , 取 值 于 R: 中 的 Borel 可 测 函 数 ,那么 SX Xn I 
g X, X. FE R r. v. 


S 2 数学 期 望 及 其 性 质 


R 六 一 X(，) 是 定义 在 概率 空间 (9,9,P) 上 的 z.v. ,如果 | Ix ap < 
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co, 就 称 r. v. X 的 数学 期 望 或 均值 存在 (或 称 r.v. X ETR AE EX E 
由 下 式 定义 : 


EX = f xap. (2.1) 


利用 积分 变换 ,也 可 写成 EX = |" zaro. . 
设 gs(z) ÆR 上 的 Borel WARE, WR r.v. z CX) 的 数学 期 望 存在 , 即 
Elg(X)| < ce, 则 由 积分 变换 可 知 
Eg(X) 一 geCoOdP= 全 ecodpcn， (2.2) 


设 & 是 正 整数 , 若 r.vY, 和 的 数学 期 望 存在 ,就 称 它 为 式 的 & 阶 原点 矩 , 记 
为 at. 由 (2.2) 知 


a = EX 一 f a*dF (x). (2,3) 


设 £ 是 正 实数 ,车 IXI 的 数学 期 望 存在 ,就 称 它 为 和 H k RAWEA e 
由 (2.2) 知 


A= zx = |z [*dF cx). (2.4) 
X fÉ k Et rh ts38 za fl # BB 31 ch b E w 分别 定义 为 ， 


ja = E(X — EX): = r (x — a, dF (2), 


w = E|X — EX} = 六 rz — w AEG. 
SR Bh ES y. iE VarX 或 DX, 显然 有 


VarX = ç = w = a, — q, 
容易 验证 ,着 a, EMAER m < kan 存在 ;车 有 存在 , 则 对 一 切 正 
Ë m < k Ba FERA Ba” < Bi AT AE Am A PaRi < Bort 对 区 也 
有 类 似 的 结论 . 
关于 数学 期 望 ,容易 验证 下 列 性 质 成 立 ， 
1) 若 r.v, 义 ,了 的 期 望 EX 和 EY 存在 , 则 对 任意 实数 a.8,ECaX 十 BY) 也 
存在 , 且 
E(aX + BY) = aEX + PEY. 
DRAEZ ALARE 4 的 示 性 函数 . 若 EX FEM EXO 也 存 
wE 


EG) = | xar. 
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此 外 ,EC(IX|I4) = 0 WARRE PA = 0, 或 者 在 4 pas. RELE X = 
0 (a.s. 是 "几乎 必然 ”的 简写 ). 

D # EX 存在 , 则 下 面 三 命题 等 价 : 

G)X=0 a.s; 

Gi) 对 一 切 4E EXI) = 0; 

GH) EIX| = 0. 

DEA) ENATS D A, N A. = @G Zm) R ñ =UA,,MW 


EX = | Xar = 2 | xar. 
5) X EE r.v. ,A € 7. 38 a, 8 € R! 使 得 在 4 上 a.s. RINA 
<| xdP 存在 , 目 有 
aP(A) <| xap < apu, 


RIE AX EEA La s ARH MEX 必 存 在 ,进一步 , 若 有 r v. X M X, 
EX, 和 EX, WFE, E A Eas REA X, < X < X,.W| EX 存在 并 且 
faxar < fixar < f xar. 
6) 设 EX 存在 ,并 由 关系 式 
GA) =f XdP, A € x 
n 
定义 -x 上 的 集 函 数 CGC IAEE mk. Pp p|, q X 220 a.s. f, 
Gx 是 .wr 上 的 一 个 有 限 测度 . 
关于 短 的 若干 不 等 式 陈述 于 附录 二 的 四 和 五 中 ,它们 是 十 分 有 用 的 . 
关于 和 矩 的 存在 性 可 写 出 如 下 的 必要 条 件 和 充分 条 件 : 
定理 2.1 BIr v. X FE p> 0, 使 EIXIl? < co, Wl 
lmzP(|X| > z) = 0, (2.5) 
证 ie X É d. f. HFa) RA EXI < co, kr 


limf Ipara) = 0. 
| 


但 是 
zeP(|X| 2 z) <Í uPAR, 
{ar 


H B pf Eq (2.5). 
定理 2.2 r.v. X>0a.s.) Chid. f. X F(z). RA EX < co 的 充 要 
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条 件 是 | a — PCz))dz < eo. 这 时 
EX = fa — F(z))dz, (2.6) 
证 “对 于 非 负 r.v. 生 ,利用 Fubini 定理 有 


EX= Í X(e)dP w) = Í | TesxundaaP cw 
A Ado 
= ff TusxendP(aydz = frx > rdr 
oda ， 


= | a- radz, en 
推论 2. 1 EIX < MARRE) Podr 与 | a 一 PCz))dz 均 
为 有 限 .这 时 有 


Ex=| (1— Feadz — | F(x)dzr. (2.8) 
è -v 
推论 2.2 H0 EX] <o HEERE POX] 22) 


< thi YNT POX| > n) < co. 


asl 


证 AER? NI. E X 220 F,(2.6) 总 成 立 . 由 此 并 应 用 
Fubini 定理 ， 


EIX j= [PAX Siz = | | oodPdz 
。 


= f | pe TorndrdP 
= pf ampa] > dz. 
因此 EXI < co 当 且 仅 当 | 人 PXI 2 az < o 它 也 等 价 于 
s: |X| > zydz < oo. 而 这 两 个 积分 收 伍 又 分 别 等 价 于 上 述 两 个 级 数 
Wm. 

除了 数学 期 望 和 方差 外 ,中 位 数 也 是 随机 变量 的 一 个 重要 数字 特征 , 数 
mX R r. v. X fira tri, POX 2 mX) 2 + H PCX < mX) > 到 -个 
r.v. 的 中 位 数 总 是 存在 的 ,但 不 一 定 是 唯一 的 . 易 知 车 P(X 一 a| <90> 
W mX a| <e. 

M(t) = Ee* RKA r.v. X REREN. 如 果 MO) Er = t > 0 B r= t 
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处 取 有 限 值 ,那么 可 以 证 明 下 列 性 质 成 立 : 

D H |z | t B| MG) < co; 

DMO FE | < EEDAN; 

D 对 任意 正 整数 站 ,七 | 和 < o R. 

EX: = M” (0). 

#r.v. X, 5 X, iha, BETREE RK M O TI M.G) E |: | <, EE 
限 , 那 么 r.v. X, + X, MEREKA MOM 0), 

最 后 介绍 随机 向 量 的 数学 期 望 的 概念. 车 对 随机 向 量 X — CX... X.) 的 
每 一 分 量 X;, 数 学 期 望 EX, 存在 ,随机 向 量 X 的 数学 期 望 EX 就 定义 作 疝 量 
(CER, ,EX,). 

RgO) 是 R" 到 RR 的 Borel 可 测 务 数 ,我 们 知道 g(X) JE — 4 r. v. iD X 
的 = 元 d.f, 为 下 (zzo). 由 积分 变换 可 写 

Eg 00 = | aG ss) dP C ez 


证 or = VarX,Q < ¿< n), = Cov(X;,X,) = E(X; — EX) (X, — 
EX) = EX,X, 一 EX;EXi(j # k). AERA r. v. X, 5 X, 的 协 方差 ,矩阵 
= (Cans 称 为 随机 向 量 X 的 协 方差 矩阵 . H Schwarz 不 等 式 易 知 loal < 


N ajn. 
pi = 4 N Gans H Tyta F 0, 
j 


9, X aaa = 0 

RA r v. X; 5 X, 的 相关 系数 . 易 知 |px| < 1, 且 对 方差 不 为 0 ËJ r. v. X, 和 
Xis|px| = 14 BI X, 5 X, EAR 1 REH RAY Dr H Eka, Z 0.2, 
0 和 5, 使 

Pla,X; + a,X, + b = 0}=1. 
另外 , 称 

Mseti) = Eexp[ Sx) 

j 


为 随机 向 量 X HERAN. 


§ 3 ”特征 函数 及 其 性 质 


tr.v. X H d. í. & F(x), pR F (z) 的 Fourier-Stieltjes 变换 


fe) = Be = | edF(z) G.D 
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Arv X 的 特征 函数 ( 简 记 为 c.f. ). 由 定义 可 知 c.f, 具有 下 述 基本 性 质 : 


DAO)=1 FO Sif- O = FO, (3.2) 
其 中 了 表示 SHEHM. 
DIFO — Fa tN 2A — Ref Ch)). (3.3) 


DIO ER 上 是 一 致 连续 的 . 
DOSO BRIEM EWE, MERRE st, 及 复数 加， 有 


DD AA Z 0, G.D 
g = 
5) RY = aX 十 56，a 必 是 任意 实数 , 则 
Fr) = e” f, (at). (3.5) 


6) IYr. v. X Ga = 1, n) ZAS, = yix, 的 c.f. f. (0O) SSX, e.t. 
AG) 之 积 , 即 
fs 0 = Treo 


HARK). 
Dir. v. X BJ k IE a, = EX FE KERSO. IA SO 是 次 可 微 
HHI m < £ # 
SOO = Pan (3.6) 
BZH X ñj c. 1. fa) R k Ku 69 k 38 Sri J E | X |* < oo ; 34 
为 奇数 时 ,五 XI: < co ,但 天 阶 矩 未 必 存 在 . 
8) 设 r.v. X HY k MIETE k HEKARI Maclaurin 公式 可 证 


p 
fe)=1+ 2) E aytdi G — O, (3.7) 


ERRER 9) 之 前 先 介绍 复 变 函 数论 中 的 一 个 结果 . 

引 理 3.1 设 fO) 是 实 变量 复 值 连续 函数 ,f(z) 0, € 有 .那么 存在 连 
续 函 数 8:R' 一 R 使 得 fG) = JAO 1exp(ig(t)), 或 等 价 地 ,Logf(1) = 
log| f(O! + iargf U) B g(t) = arg (2) 关于 上 连续 . 

这 是 Log/ 的 一 支 且 它 与 任何 另 一 支 的 差 是 2tri(kt 是 整数 ). 我 们 可 以 通 
过 对 z 规定 一 个 特殊 的 值 来 选取 唯一 的 一 支 . 

D) Er. v. X H k MERE k HERR RA 


Logf@) = DE GD Eo) G0, (3.8) 


其 中 为 = T[SLosfa)] BAr vX 的 ! 阶 半 不 变量 , 易 见 = a = 
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m — eL = EX — a) ss, 
10) 1— [fF < 40 OP). (3.9) 
E 记 G(z) 是 一 d.f. ,其 对 应 的 cf, A gG). W| 
Red — g(D) = fa 一 cosiz)dG(z)， 
因为 
1 — costz = 2sin'| z) = 44 — cos2tr), 
所 以 对 每 一 上 
Re(1 — g(2)) < 4Re(l — g(0)). (3.10) 
$ gG) = IFO |, 即 得 (3.9) 式 ， 
11) 设 f(t) 是 非 退 化 分 布 的 c.f. , 则 存在 正常 数 6 和 ,使 当 |t| < 09 tA 
SOI <1 — e. 
E JURA Rf ARDE o, Fa y fs REREPEN a° >> 0. 记 a 为 相应 
的 数学 期 望 ,那么 f(t)e“ 是 期 望 为 0, 方 差 为 :的 d.f. 所 对 应 的 c.f. ,所 以 由 
性 质 8), 当 :一 0 时 


fe =] = + oG) 
对 充分 小 的 1, 上 式 右边 的 模 不 超过 1 一 ==. 由 此 可 得 符 证 的 不 等 式 . 


对 一 般 情形 , 设 FG) 对 应 的 df. 为 F(x). 令 c= f 
c> 0. 并 定义 函数 


dF(x). 选 使 得 
<t 


0, 3 z <— b, 


GG =4 Leay FCC, 5 -— b< r<, 


1, 5 r> b. 
显然 G(z) 是 有 有 限 方 差 的 非 退 化 分 布 ,其 c.f. 为 
O= L| “aro, 


从 已 证 部 分 可 得 对 某 一 SS 和, 当 |t| < 2 Bf 
1 Í eaw |< — et, 
lalah 


c 


显然 
fle | eedFdz)| 十 | dF(z). 
lelg 和 > 和 
所 以 当 | 志 6 时 ,D1 和 eC 一) 十 1 一 c= 1 一 ce 
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下 面 我 们 叙述 逆转 公式 和 唯一 性 定理 ,其 证 明 见 [2,5] 等 
定理 3. 1( 道 转 公式 ) 设 F(r) Ed L ,f(t) 是 对 应 的 c.f. ,车 和 六 是 
F(z) 的 连续 点 ,那么 


Fad — FO) = È lim 


Too -T — 1 

作为 这 一 定理 的 一 个 直接 推论 ,有 

定理 3.2 ”其 有 相同 c.f. 的 两 个 d.f. 是 恒 等 的 ， 

由 此 还 推 得 下 列 事实 :一 个 7.v.X 是 对 称 的 , 当 且 仅 当 它 的 c.f 是 实 的 . 
事实 上 ,由 X 的 对 称 性 知 允 和 一 天 有 相同 的 d.f. , 据 定义 fay = Eew 一 
Ee = f D = 了 UD. 这 就 是 说 SO 是 实 的 .反之 ,从 
fO = YG) = f(— t) = Ee 
知 铸 和 一 六 的 c.f. 相 等 , 故 它们 的 d.f. 恒 等 .这 说 明 r.v.X 是 对 称 的 . 

定理 3.3 设 c.f f(z) 在 R' 上 绝对 可 积 ,那么 对 应 的 d.f.F(z) 姓 处 有 连 
续 的 导数 p(x) = 站 F(z), 且 对 每 一 x 有 


x 


T e-i ei 


~f (dz. 


plr) = a| eroa 

证 明 可 参见 [20]. 

注 “绝对 连续 的 d.f, 对 应 的 c.f. 未 必 绝对 可 积 . lin fa) 一 了 于 | 是 
不 绝对 可 积 的 c.f. ,但 对 应 的 d. í. 是 绝对 连续 的 . 

现在 来 给 出 定义 在 R: 上 的 复 值 函 数 fO) 是 c.f. 的 充 训 条 件 ， 

定理 3. 4(Bochner-Khintchine 定理 ) R' 上 复 值 函 数 f(t) 是 c.f. 的 充 要 
条 件 是 1(0) 二 D/O 连续 且 非 负 定 , 即 对 每 一 正 整数 六 ,任意 实数 二 ,… ,ty 
及 任意 复数 刀 ,…,4w, 有 


NON 


I DAAG t) 2 0. 


证 明 参 见 [2] 或 [5]. 

Ë ”在 理论 讨论 中 Bochner-Khintchine 定理 是 有 意义 的 ,但 在 具体 验证 
一 个 函数 是 否 为 c.f. 时 常常 无 法 运用 它 . 这 时 我 们 常用 下 一 节 的 定理 4. 2, 或 
者 直接 指明 它 对 应 的 df. 

最 后 来 讨论 多 维 r.v. (X1,…,X,) BJ c. f. 

WX... Xa) 的 wn 元 df 为 Cry, ,7,), 我 们 称 


fü) = Bexpli D 4X) 
= 
H n E r.v. (X... XD 的 c.f. 因此 
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Fst) = ef exp Dr)dF (zis sa), 


类 似 于 一 维 情形 ,也 有 相应 的 北 转 公式 和 对 应 的 唯一 性 定理 . 
利用 多 元 c.【. ,可 把 t.v, 的 独立 性 用 它们 的 c.f 来 表达 . 
定理 3.5 rv. Xoe X, 相互 独立 的 充 要 条 件 是 它 的 n 维 c.f. 等 于 各 分 
BH c.f 之 乘积 , 即 
xx nr) = JE Sk 0D 
= 
证 明 是 直接 的 . 


$4 分布 国 数列 与 特征 函数 列 的 收敛 性 


HEG), F a)n = 1,2 是 有 界 不 碱 函数 . 若 在 F(z) 的 每 一 连续 点 上 
HlimF, Cæ) = FG), WAFA E) WEAF Fa). 进一步 , 若 F.(z) 淡 
SF FC), m BlimF,(eo) = F(eo),limF,(— se) = F(— se, MR F,(z) 


BERF F) eME F, > F. 
Mü r.v. ALX, 的 d.f. {F(z)) SS WT r. v. X iy d. f. FC) WJ8k X, 


依 分 布 收 化 于 X iREX. X. 

定理 4.1(Helly-Bray 定理 ) 设 {F,F,sn 21) ES R FW, F, 
到 Fig 是 Ri 上 有 界 连 续 函 数 ,那么 

tim” godro = f goda). 

定理 4. 2(Lévy-Cramér 连续 性 定理 ) Fn 1) Ed. i A {fnr I 
1 是 对 应 的 c.f IEE di F ë F, PP, 那么 在 li| 世代 中 一 致 地 有 
limf) = fGy rh T > 0 是 任意 实数 ,f E F IR c.f. 

反之 ,车 c. 上 f(t) 收 化 于 某 一 极限 函数 f(t) TIO 在 4 = 0 处 连续 , 屠 
么 下 必 是 某 一 df. 下 对 应 的 c.f. ,并 且 有 FP, 一 > F. 

注 ”由 定理 4.2 并 结合 引 理 3.1 可 知 , 对 于 ¢.f. f.G).fG), O 一 


SO 时 ,对 任 给 了 > 0, 在 |t| 委 了 中 一 致 地 有 
Logf,G) — LogfGt). 


定理 4.3 WIF,Fan2>1)Ed,i, JF, F, B tE 的 每 一 不 连续 
点 x 上 ,F(X) Flr), Fla + 0) 一 F(z 十 0), 那 么 在 R' 上 下, 一 臻 地 收 皱 
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FF. 

特别 地 ,当天 (xz) EERW d. t. F, —B hik 9k F F. 

上 述 定理 的 证 明 可 参见 [9,10,18,20]. 

定理 4.4 Hia) Aib, 是 常数 列 ,其 中 a, > 0, 设 d.f. 列 {F(x)) Sik 
敏 于 非 退 化 4. f. FC ,那么 

G) E F,Gaz + b) > G(xz), 其 中 G(x) 是非 退 化 d.f. ,那么 CCz) = 
Faz +b) B a, — asb, > b, EI E Fp, Caa + b) FG Ma, — 1, 
b, > 0. 

Gi) # a, —> a H b, — b, W F.(a,z + b) — F(az + b). 

证 G) UEOSOME ORINE. f F a) EO MG He. f., 
BZ f.G)— fa) B 

exp{— ub,/a,)f,Gt/a,) — g0), 
正常 数列 {a.} AF an) E a, — a. 若 a = 00, 则 对 每 一 +, 有 
即 gG) 是 退化 分 布 的 cf， 这 与 假设 矛盾 , Ea = 0, 那么 写 g8,(1) = 
exp[— ìtb,/a,} f,G/a,), 则 对 每 一 上 
OI = lim | f. G) | = lim | gx (a,) | = lg(0)| = 1, 

这 与 (x) 是 非 退 化 分 布 的 假设 矛盾 , 故 必 有 0 < a < co. HRA EAD z, 
函数 gG) 和 f G /a) 蜡 于 0, 所 以 当 m” 一 ce 时 


exp{— itb /a, 1 f, (t/ar) 


exp{— iB, /ay}= F- Glaz) 


-A5 0, 
AT b 一 6 一 一 全 Log EEL, H g0) = exp(— ñ/a)fGfa), REGU) = 
Flaz + b). BEE (an) FI ar) 满足 ev > a, 2 a 32 br — b, B. 
exp{— itb/a}f (t/a) = exp{— itbo/ao}f G/ao), 
所 以 对 每 一 :和 某 正 数 = < 1,17(G)| = |fGe |. 因此 对 每 一 
IQ) = SEDIE SED] = == = lim|f(e | = 1. 

这 与 PKz) 的 非 如 化 性 矛盾 . 故 a 一 a; 并 由 此 得 如 一 如 

FEGI). ik I > 0,328 z ERF) 在 点 ar 十 bar 十 6 一 E 和 ax 
十 5 十 处 连续 . 由 于 asz 十 如 一 ax 十 5, 吉 对 充分 大 的 4; 有 a7 十 b egar 
+ b, < az + b + e WU 


85 随机 变 莉 列 的 收 笋 性 13 


F lax + b — e) < Falat + b.) < Fp lar + b e) 


R 
Flar + b — €) < liminf F,(a,z + b,) 
< limsup Flax + b) < Faz + b + e). 
由 < 的 任意 性 即 得 
(cz 十 名 -Por 十 ， 
定理 证 毕 ， 


MERE k JE d. í. 的 收 伍 性 . 设 PCz z) 是 Ri 上 的 df., 记 
CP) = {r= (aez): F ap = F(z; Oj = lekh. 
EX BF Fon a1) ÆR EH dia ENE z € CCF) 有 
limF, (o) = FG), 


就 称 F. BERF Fife F.— F. 
对 于 多 元 d.f. ,也 成 立 着 类 似 王 定理 4.1 和 4.2 的 结论 . 这 里 不 装 述 了 ， 
有 兴趣 的 读者 可 参见 [2]. 
最 后 ,我 们 来 给 出 多 元 d.f. 收敛 中 的 著名 的 Cramér-Wold 方法 . 
定理 4.5 RX Xml) k EMAR, HA v Xo 
e Xa 使 对 任 给 实数 a.,…,as 都 有 
aX. + F aXXa aX, aX 
那么 
Xarea X.) CR 
Ë BAX X. D WX o XD We. f. Sat 和 Fn eot). 
由 假设 知 a Xn 十 … + a,X,, 的 cf KAF aX, + =: + a,X, BJ e. f. , 即 
Eetun rama e Eeka ta, 
由 ai,…*ax 的 任意 性 , 取 s = 1 并 记 aj = t 就 有 
f.G ts) = Eent tas 
— Eeit tat = fst). 


由 连续 性 定理 即 得 (XX) 一 > (XX 


ku 


$5 随机 变量 列 的 收敛 性 
5.1 几乎 必然 (a.s. ) 收效 
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定义 5.1 设 {X,X,sn S1) 是 概率 空间 CQ,uw,P) 上 的 +.v， 如 果 存在 
# AEP 一 0 使 当 wE 人 时 ,有 limX.(w) = X tw), WE) 几乎 
必然 收 分 于 不, 简称 {X.)a.s. KAF XWA X. — X a.s. 

如 果 存 在 集 4 E, PA) = 0, 使 当 wE A 时 ,有 

im IX.) — X.C) | = 0, 

则 称 {X,} 是 Cauchy JLIP 5 58 r a h. 

定理 5.1 设 {X,X,in 211 E r.v. FJ. X, — X as 的 充 要 条 件 是 
{Xn} 是 Cauchy a. s. igh. 

E 记 4A 是 a.s. 收 敛 定义 中 的 零 测度 集 . 

条 件 必 要 . B o € 4, 则 有 

[Xn lo) 一 Xn] < Xn) ~ X)| + [Xn — XC) | — 0. 

条 件 充分 . W Xw) = limsup X, w). 对 每 一 汪 E 4, 由 于 {X,(w)) 是 一 
实 Cauchy 序列 ,所 以 "imsup” 可 以 换 作 “lim”. HA PCA) = 0,848 X, — X 
a.s. 由 测度 论 可 知 , 可 测 函 数 闵 ,Cw) 的 极限 函数 XCw) 是 可 测 的 ,所 以 关 是 一 


个 cv 
下 面 我 们 给 出 a.s. 收 敏 的 一 个 判别 准则 ， 
定理 5.2 X, > Xas 的 充 要 条 件 是 对 任 一 6 之 0 


limp[| Ü (|x, — X| 2.9) = 0. (5.1) 
证 对 于 e 六 0, 记 

EO = (IX, X Ze), m 2 1. 

因 
(X. +X n > so} = U limsupE, ®©) =U ( Ñ Ü E0}, 
所 以 
X. = X sse 对 任 给 se>> 0,P{limsupE,(e)) = 0. 

而 

PlimsupE, (e) | = limP{ Ü En(e)}, 
于 是 


X,— X a.s.e>limp| Ü Xn — X| >e] =0. 


推论 5.1 WE > 0, 有 


$5 H8L3 [09k 9 15 


SPX XI Seco, 68.2) 

WAX, X a.s. 

注 5.1 RERARERHPRN EII (M) Robbins 在 1947 年 引进 
如 下 的 完全 收 伍 性 概念 ,如 果 对 每 e> 0, 成 立 (5. 2) RE r. v. ALX) 
完全 收 敏 于 n v. X. 推论 5.1 表明 从 完全 收 敏 性 可 以 推出 a, s, KAE, 

由 推论 5.1 易 得 

推论 5.2 BHX Xn 1) Erv IE DEX, — X < o M| X, — 
Xas. : 

CERNE EAE rv. NM, 


=n) = =p) = l 
P(X,= n) = PX, == n) = yy 


=m x. =- 1)= [i= 2): 


对 给 定 的 e > 0, 考 虑 ma > EA 


P|x,= + 


P| U (x. 9 < È E >o, > co 

这 样 按 定 理 5. 2 可 知 X, 一 0 a-s. 

5.2 RW EI S 

定义 5.2 BX, Xoan l (Q. ,Py 上 的 r.v. WE XH e> 0, 
成 立 

limP{]X, — X| 2) = 0, (5.3) 

则 称 {X,} 依 概 率 收 化 于 r.v. 义 , 简 记 为 .一 XX. 

注 5.2 ”我们 相应 地 可 以 定义 依 概 率 Cauchy 收敛 性 ,而 县 也 可 以 证 明 它 
等 价 于 依 概 率 收 化 性 . 

注 5.3 车, 一 XX, 那 么 极限 r.v. 玉 是 a.s. 唯 一 的 . 即 若 X, 一 多, 同 
B X,Y, X =Y a.s. 


定理 5.3 # X. — Xas M X, —, X. 

这 是 定理 5. 2 的 一 个 推论 . 

注 5.4 定理 5.3 的 逆 一 般 不 成 立 ( 见 例 5.2), 然而 ,在 下 述 特殊 情形 下 
EARL ROA P) 是 一 概率 空间 ,5 是 定义 在 其 上 的 满足 如 下 条 件 的 
rv. 集 , 即 车 久 , 了 是 中 两 个 不 同 的 r.v. , 则 PCX Z Y) > 0,882, # pi 
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r. v. 列 的 依 概率 收敛 性 蕴含 着 a.s. 收敛 性 的 充 要 条 件 是 缚 为 可 列 多 个 互 不 
相交 的 原子 之 并 . 

例 5.2 WO = [0.1]. 是 只 中 一 切 Borel 集 组 成 的 o 域 ,P 是 0 上 的 
Lebesgue MRE. IERRA k AEM m fs 2= < k < 2”, 显然 上 与 m 同 时 趋 
于 co. AREK kG 1) 为 

k=2" +n (n=0,1,.,2" — 1). 
在 从 上 定义 


如 于 十 
w= 当 oe [z 2" b 
0， 其 他 情形 . 

HA X. Br. v. BR 0< S 18F,P(|X,| 2) = gui s> POX 2 


D = 0. FE X, — + 0. fH X, Z+0 a.s. 事实 上 ,对 任何 we [0,1], 有 无 穷 多 个 
形 为 [n/2",《n + 1)/2") 的 区 间 包 含 着 w 我 们 将 这 样 的 区 间 记 为 

{ [nm/2", Cn + 1)/22; m = 12e h. 
+ k, = 2" + na BB X, (e) = 1, Bi k= k, B, Xi CO) = 0 由 此 可 见 {Xi} 
E w BES r 9k. 8k X, 的 a.s. k Sk h0 1 I Ar fE. 


定理 5.4 G 设 X, 一 > X, 则 必 有 子 列 X, — X as. 
G) BX, x, m x V. X, 
Gü) X.— C (C 为 常数 ) FMF X, — C. 


证 明 参见 [2,5]. 
定理 5. 5CSlutsky FA PHX.) 和 {Y,} 是 定义 在 同一 概率 空间 上 的 r. v. 


序列 .着 {X,} Wd. E 列 {F,(x)} 弱 收 敏 于 dt. 生产 (z) BY, = 0, 那 么 (和 +Y,) 
H d. f. BEKAF F (z). 
证 设 z 是 已 的 连续 点 , 易 知 定理 的 结论 可 由 下 列 不 等 式 得 到 ， 
PIX, <x — e}— Fiz) — P (|Y,] Z e) 
<P(X, + Y, < x) — F(z) 
P(X, <x + °) — Fa) + P (|Y.| Z e). 
53 ”平均 收敛 
IO < p< co, $L, = (X,X E r.v. B E|X|* < so). 
定义 5.3 B(X, X sn > 1) E L, hfl r.v. ,车 
limE|X, — X° = 0, (5.4) 
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Mk r.v.PJ(X.)9 阶 平均 收 笋 于 r. v. X EN X, 2, x. 

易 知 对 任 一 X € L, 及 任 给 的 e> 0, 存 在 简单 v. Y 一 Dala ELE 
得 EIX 一 了 | 之 .这 就 是 说 ,对 任 一 轧 次 可 积 的 r.v. X DE p KIRDE 
r.v. IY p Pr Pk gk F X. 

定理 5.6 $X, X X U. X. 

EHEAR MA- 

B 5.5 X, —>— X a.s. 5 X, X REEM. E 5.1 中 ,对 每 一 =”， 


L. L. 
ElX,| =at pi ple ox,- o km X, eo 5 X, 0 a.s. 


同时 成 立 ,但 在 例 5.2 中 ,Es| = 27 Ook = +n oo), TE X Y 
0. HÆ X, Z=0a.s. 下 例 说 明 X, — 0 a.s. RBR X, > o. 

A53 设 概率 空间 (0,-w ,P) 如 鲍 5.2, 令 

X, 一 Treo- 

易 证 此 时 Xs 一 0 a.s. {8 E|X,| = 1,8 X, -2> 0. 

应 用 测度 论 中 关于 极限 号 与 积分 号 交换 的 有 关 定理 ,可 得 下 述 三 个 重要 
结论 ， 

Lebesgue HARRER WX, 一 > X,r.v.Y € L 使 得 |X,| < IY! 
a.s. 0> DRA X,,X € L, B X, 一-X. 这 时 有 EX, — EX. 

PARRET Š X.>0B XalXas, 

G) 我 们 有 limEX, = EX. 因此 ,如 果 limEX, < o0, 则 有 XX € L. 

G) 反之 , 若 X € LWS X, € L B limEX, = EX. 

Fatou 3E WX, € L.G 之 1) 是 非 负 r.v. ,使 得 liminf EX, < co, W 
X. £ liminf X, ELA 

EX. < liminf EX,, 

54 MNERNN-RTRE 

r.v. 列 的 一 致 可 积 性 概念 与 种 种 收敛 性 问题 的 讨论 有 着 密切 的 关系 - 

定义 5.4 Prv IX.) 是 一 至 可 积 的 ,如 果 


lim sup IX,laP = o, (5.5) 


e #1 IX, le 


定理 5.7 rv PX) 一 致 可 积 的 充 要 条 件 是 
G) 对 任 给 的 s> 0, 存 在 6 二 3(e) ,使 对 任 一 4E Z, PA) < ó 8, 
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对 一 切 ” 有 
| pap<s 《5.6 
Gi) sup E|X,| < °°, 《5.7) 
证 “条件 充分 BGD 可 知 存在 < < oo, fË4gsupE|X.| < e. a> 
c/8, 由 Markov 不 等 式 得 
P{lX I>a EXILES G> D. 
从 (5. 6) 式 得 


sup| IX,ldP < e. 6.8) 

z Jx, >e 

条 件 必 要 。 此 时 对 任 给 e> 0, 存 在 充分 大 的 a 使 (5.8) 成 立 , 由 此 可 得 
BIXI <. + |. XP<ate G> D, 


即 (5. D 式 成 立 . 其 次 , 令 6 = e/a ,对 任 给 的 集 4. HP) 之 6 时 ,对 一 切 # 之 1 
有 


fixaa =f [xX,ldP + IX.laP 
A AMIX, |=) Añ X.1>a) 


<aP(A) + j, XdP < 2e, 


得 证 (5.6) REL. WE. 
关于 一 致 可 积 性 还 有 两 个 比较 有 用 的 充分 条 件 . 
推论 5.3 ” 设 有 某 个 8 二 OsfësupE |X, < co, M(X) 是 一 致 可 积 的 - 


证 ”由 于 
[| XAP < aElX lt, 
[Kl 
所 以 对 任 给 8 > 0, 8supE|X,|!*° 二 < < 00, 可 选 a 充分 大 使 得 
sup| IX.ldP < aa <e, 
a JIR I>a 
推论 5.4 HAr v. YEY] < ce, 且 对 任何 正 实数 a 满足 
P(X PaK PIY] Sa), (5.9) 


D r. v. BI (Xa) 是 一 致 可 积 的 . 
证 ”利用 定理 2.2, 由 假设 的 条 件 


[| rap = ElY lone 


&5 BH8UE3R30AO I KE 19 


=-[[ +Ë)! IY Iriso 22 td 
=aP(y| >a) + | PIlY| Sidt 
>aP {IX > a)+ px. > 


因为 EIY| < co IHEM e> 0, 有 a 使 | YAP < e. 由 此 即 得 (5.5) 式 


IY| 
注 5.6 推论 5.4 RERA. pig A = [ero], rv. {Ka E 4} 的 分 


P(X =A) = AmA), PSO S AnA 
此 时 


supf IXldP = (Ina) !— 0 (a e), 
ESSAN 


所 以 {Xi4 € 4} 是 一 致 可 积 的 .如 有 7.v.Y 了 使 (5,9) 式 成 立 ,那么 
1 


alna’ 


P| iYi >a) 2 P[1x.1 >a) = 


此 时 
ElY|= [Pari >a > f ghe = o. 

这 就 是 说 ,对 一 至 可 积 r.v. 族 {XX € 4} ,不 存在 rw 了 ,BEIY| < co HME 
(5.9) 式 . 

利用 一 臻 可 积 性 可 给 出 L, 收 伍 的 一 个 判别 准 旭 ， 

定理 5.8( 平 均 收 伊 判别 准 则 ) BR p> 0, r.v IIX, dn 1)— 
RATRE X -> 义 , 则 XE L, B 

XX 

2.8 X E LH EIX, 一 Xj 一 0, 则 XE LXX B(X] 
-RIR 

证 条件 充分 mh x. X REETA, E X, — X a.s. ti Fatou 


引 理 及 {iX,1?) 一 致 可 积 性 有 
E]X |” =E(iminf |X, |?) < liminf E| X|" 
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[sup E |X,|* < e°, 
"> 


FUE X, - X. 由 于 {|X,1*) 是 一 致 可 积 的 ,所 以 对 任 给 的 > 0, 存 在 一 
Ce) ,使 当 己 (4) < ó tA 
sup E({|X, Pa} <e, EX PI <E (5.10) 


EX, X.3SF Eb ed f N Ë 4 > >> N Bf 
P (IX, — X| > s) < ó. (5.11) 
从 (5, 10) 和 (5. 11》, 运 用 c, 不 等 式 ,就 可 推 得 
EIX, — XI =E(|X, — XAQX, — X| < O 
HIX, 一 XI >) 
Ke +E(CGX, + 17 — XI > 6))} 
KE + 2ce. 
这 就 证 得 XX 
条 件 必要 #X X BARA X, — X € L, Hc FSI 
supE|X,|* < co sup (E|X, — X|? + EIXI’}< c0. 
另 -方面 ,对 任 给 的 e> 0 有 N ,使 对 一切 w > N ME E|X, — X| <e Xh 
XXX € 已 可 得 ,对 给 定 的 e> 0, 有 8 > 0 使 当 已 (4) < 8 时 有 
El|X]*1, < e, max EIX, — XI <. 
这 样 当 PC4) < 0 B BAe RER Anl A 
EIX, la Ko {E]X |I, + E|X, — X |I} < 2coe， 
利用 定理 5.7 MAIX, 是 一 致 可 积 的 
推论 5.5 EX Xon 3 1 是 非 抽 可 积 r. v ,XXX 那么 下 列 三 命题 
ETA 
G) (X.) 一 致 可 积 ; 
Gi) EIX, — XI—=0 (00); 
dii) EX, > EX (a — co). 
证 ”由 定理 5.7 知 (< 全 (ii), 又 由 
IEX, 一 EX| < E|X, — X| 


P 
maD Gü), A X 4EfR,0< (X — Xt S X, BH X,— X AX — X,yt 


Z 0, 这样 由 控制 收 全 定理 有 
E(X — X, — 0. 
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B Gü) 成 立时 ECX — X.) -~ 0. HIETE — X)” — 0, WIÑËHE E |X, — X| 
一 0. 即 (之 人 ,证 毕 , 

作为 推论 5. 5 的 进一步 椎 广 ,我 们 叙述 下 列 定 理 ， 

定理 5.9 BX Xar 21) rnv A, E X, X. WAX a > 0, 
E|X,|*— E| X 的 充 要 条 件 为 |X,|"} 是 一 致 可 积 的 . 

IH XXn > 1 RREN r. v. R # X, — XX, 那 么 EX, > EX 的 
AEREN rv. IX) 是 一 致 可 积 的 . 


8$6 ” 轴 的 基本 概念 


为 了 引进 鞠 的 概念 ,首先 给 出 条 件数 学 期 望 的 定义 , (n. ,PP) 是 一 概 
率 空间 ,X 是 定义 在 它 上 面 的 一 个 r.v. ,EIX| < co, E u B+ a SR. 
定义 6.1 可 积 r.v. 和 关于 多 的 条 件数 学 期 望 是 满足 下 列 条 件 的 r.v. 了 : 
(iD 了 是 多 可 测 的 ; 
GD 对 任意 的 4 ES, 
ja = | xar. 


通常 记 了 为 已 ( 和 | 多 ), 特别 地 ,如 果 久 是 某 一 事件 CE .的 示 性 函数 , 则 称 了 
为 C 关于 多 的 条 件 概率 , 记 作 PCD. 
BR RIFIAA a.s. 意义 下 是 唯一 的 ,以 后 所 说 的 条 件 期 户 总 只 是 指 
它 的 一 个 代表 
从 条 件 期 望 的 定义 出 发 ,可 以 证 明 下 列 基本 性 质 ; 
GD 对 任意 的 实数 cu,cz， 
EX, + ca 大 | 多) = c E(X,|%) + GEXA as 
Gi) 8 Y KF % [8 ,E|XY | < co,E|X | < so,W| 
E(XY |S) = YE(X |P) a.s. ; 
GD E @, C @, CA 
E[ECX |2.) |#,] = EX |) = E[EC(X|@,)|%,] a.s, 


设 (X,;n 之 1) 是 均值 为 零 的 独立 r.v. 序 列 , 那 么 它 的 部 分 和 5, = 5x, 


满足 
五 (8 其 有) SES, 十 Xari] Xit X.) 
=$, 十 EX, I = S, a.s, 
这 一 性 质 刻画 了 一 大 类 很 重要 的 r-. v. 列 . 
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定义 6,2 An, P) 是 一 概率 空间 , {wn Z 1) J — 的 子 " 域 的 
增 序列 , 即 Z, C Aaa SE r. v. 9] IS. n 之 1) 满足 

G) S, 关于 -ez。 可 测 ( 此 时 称 {5,} 关于 {x7,) 是 适应 的 ); 

Gi) E|S,| < œ; 

Gi) WAER m <n, ES, An) = S, as. ， 
则 称 {Sersi 2 1) DR, MRR E Gi) rh 88“ — ” RER, WJ 8k 
{Sann 22 1) 为 下 (或 上 ) B. 

当 -er。 的 意义 明确 时 ,我们 常 简写 (Ser,) 作 {5,}. 


例 1 Xan 2 1) 是 独立 可 积 的 rv. 列 ,3 一 Xx, 那么 ,如果 EX, 
= 


=0,n Z 1, MS in 221) ER, A r, = oK K); WMR EX, Z 
0(<0),n S LWS, Ann 2 11 FC F) Be 

例 2 WX 3(0. Z,P) ERE v. EIX] < <o; CC C m. 
EX S, = EX |, n S 1, WJ (S,, in 2 11 AR 

引 理 6.1 G BROS, a n> 1) EFR DER kE CHL PB 
数 ,满足 条 件 E|6t0S,)| < n S WPSD un 22 11 也 是 下 (上 ) R. 

GD HSn rnn 之 1} ARDER 上 的 凸 函 数 RERED 
S ,n Z LAES e, in 2 1) 是 下 款 ， 

证 “只 对 (i) rp) F Sht8 y sn H hF BH ,其 余 的 证 明 完全 类 似 、 

由 关于 条 件 期 望 的 Jensen 不 等 式 ( 参 见 附录 二 ,四 8), 

EL®(S,) | 1] 2 DES, -a y] as. 
{B ES, n) S Sas BORRA 
ELPIS DNAn 1] ZES, a.s, 
证 毕 . 

引 理 的 重要 特例 有 :@(z) = =-= ria > OEG 和 (x) = jarl, 
PIRG). 

SERBA n 2 1) 是 .of 的 子 5 域 的 增 序列 ,又 记 N. = {tes 
oo}, 
BLEI PUF N. 中 的 可 测 函数 a KAFA) 的 ) 停 时 或 可 选 
时 ,如 果 

{a=n} € n n21, 


或 者 ,等 价 地 
{Kn}lE n nl. 
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Wa 为 一 停 时 , 记 .ax = Vy, ERRUR A an 221) 的 最 小 5 NR. + 
一 (E, E€ xu, E (a= m) € nl}, 
EETL: 
ESO RF.) 是 适应 的 , 易 知 5. Š limsup S, 关于 -or 是 可 测 的 , 因 
S, 关于 27, TA. 事实 上 ,对 于 任 一 直线 上 的 Borel 集 如 ,事件 
{8E B) =y (S e pin da = k) Ever 
(S. € B) In te S. ep ni ) € —%.. 
Wil (S, € B} € uw 
引 理 6.2 BAS.) WETE a M 8 ERDA PEEB, B. = < B, 
有 


五 (58|-er)》 = S,(22 Sa) a.s. 


证 RAFRAMEH. 2 A € A = AN (e= n) € 2, MI k 
>j 
A N BSR) € —Z,. 
A FË&003E X ule 
| San <f SundP. 
Anima anis 
因此 
| sdap<| ,SAP+ | SrdP， 
BE Ani An t> 
即 


Lrs 本 L. S: 4 < 2 
设 m( 正 整数 ) E 8 6— + EnL,38 ES k JX j jm R E A LA S. iR 
Si 得 
bres T |. 8889 < Lasas 
Bp 
J saP< | sar. 
将 它 对 了 从 1 8] m RA, RRENA. 


上 面 介 绍 了 参数 为 自然 数 集 No 的 离散 时 间 扶 的 概念 ,下 面 我 们 将 靳 的 
概念 推广 到 连续 时 间 , 即 参 数 集 了 = [0,a JG < co) 的 情形 . 
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定义 6.2 BNA, P) 是 一 概率 空间 ,{43t € T) 是 -ex 的 于 0 域 族 ， 
对 任意 的 如 ,tf; € T, a Lh A, C u, IB r. v. (Sau: € T) 满足 

G) $, 关于 -er, 可 测 ; 

di) E|S,| < co; 

Gü) IERM n <, nan € T, E(S, |Z,) = S, a.s. , 
WEE (Soat € T) 为 鞍 . 如 果 条 件 (ii) PH =” RE SRS”), AR 
(Sont € T) 为 下 (或 上 ) B. 

取 值 于 了 的 可 测 函 教 <“ 称 为 关于 {-eritE T) 的 停 时 ,如 果 对 一 切 FET， 
有 

{ot € W, 

具有 指标 集 N- 的 舱 的 基本 人 性质 一 般 都 可 推广 到 指标 集 为 了 = [0,a] 
(a < co) 的 著 上 去 ， 

为 了 证 明 关 于 鞭 的 极限 定理 ,需要 若干 基本 不 等 式 . 下 面 的 不 等 式 是 
Kolmogorov 不 等 式 的 推广 . 

引 理 6.3 (i) 设 {5,;n 之 1} 是 下 黄 , 则 对 任 一 实数 2, 

àP {max S; > Et{S,l (maxs,> 2)). 
Gi) WS, n 21) 是 蒜 , 则 对 任 给 的 户 芝 1 Wl A > 0, 
PS >AS EJS, |”. 


证 记 4= | majs >A) = Ù {S> Amars, <a) E Ü A, ft 
184a i= ISSi j=} 
A; € -exi 且 两 两 不 相交 ,于 是 


APA) < DELSA] < DELES, 2I] 
= = 


= SEES, |] = SELS, ] 


=E[S,1,]. 
这 就 证 明了 (0), 由 (i) 及 引 理 6. 2 即 得 (ii). 
引 理 6. 4(Doob 不 等 式 )” 设 {5,,n 2 1) ER MISI T p > H 
E(max|S,|)” < #E|S,|”, 


1 l 
其 中 方 十 7 1. 
证 ”由 引 理 1.1(i) 和 Holder 不 等 式 
El max |S,|) "一 pf 2P] maxis, >z)dz 


ijan 
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< 2 = Els, I (max |S, > z) de 
= F| s. [E aaa] 
= gE[IS, | (max 15,1] 
SBS Elmar |S; 
由 此 即 得 待 证 的 不 等 式 . 

BS Zan 21) E Fk, — co <a < b 之 oo, 令 5 二 0. 考察 {5,,S1， 

,5,). 对 每 一 给 定 的 ,定义 
iw) = min {it <; Gn So Sa), 
tlw) = min {in lo) <í Kn, Sw) 2 by, 
Tlw) = min (¿; ,(@) Ki S nS) Ka), 
m = max: HEX). 

此 时 最 多 可 定义 到 r, (e), # nlo) 也 无 法 定义 ( 即 右边 集 是 空 集 ) 时 ,就 
Am = 0,r,(6o) = = = r,(6) = n. —JË,#% r, (06), r,Go) (1 < m < n) nf 
依 上 法 定义 ,而 Tnt 不 能 时 ,就 令 zi(o) 二 = ralo) =n. Bl rra se z, 
Erv. Slo) >a, S) SÇ a, Hi < k < j — 1PF,S,(6) < b,S (6) 之 
b. 那么 由 So) 至 5S,(w) 的 历程 称 为 上 穿 区 间 [e bp] —IK,. A o) = v(a, 
binw) BRISO KIS nl ERa b] 的 次 数 , 它 也 是 r. v. BA 

引 理 6.5( 上 穿 不 等 式 ) 

(ó — a)Ev(a,b,n) < ECS, — a)! — E(S, — a)*, (6.1) 

E AHE 3, (6S, — a)t;n2>1) E Fb. ENS) 上 穿 [a,6j 的 次 
数 等 于 {(S, atma) 上 穿 [0,6 一 aj 的 次 数 . k. RIS 3 FB: 
{S,} 上 穿 [0,2] 的 次 数 "证 明 

BE(Y) SES, — S). (6.2) 
r. == 1,r, = min(;;S, = 0), 
Tau = min {jiy L J < n,S,Z2 b) G 2: 1), 
Tu 1 = miní(j;ry. a < j S< n,S; = 01 G Z 2). 
XPT i> m E X n = n A r, = n, H 


=: 
S,— S= DS, — S.) = >1 + 2. (6.3) 
i=0 EJ 


ii 
假设 i 是 奇数 ,车 i 之 芭 , 则 
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Sob>0=5.; 
车 i = m, 

wa 8,20 = S. 
# i > m. WJ 

S = S, = S, 
因此 

DS so> DS S) > [n/r — (6.4) 

Bann nA < < 是 个 时 .和 它们 关于 是 不 减 的 .所 以 由 引 再 6.2 


(CS S) 2.0. 


因此 
ELD (0S — S,))2> 0. 
E 
这 样 结合 (6. 3) 及 (6. 4) 式 即 得 待 证 的 (6. 2) 式 . 
利用 上 穿 不 等 式 还 可 给 出 引 理 6. 3 中 不 等 式 的 一 个 补充 . 
引 理 6.6 BAS, = 0S1 Sa) ER MAIHE ER c, 


P {max |S,| > 2e)<P(|S,| >o + | T |S,| — 2)dP 
Ijan 15,12 


<f S.P. (6.5) 
IS, I> 


证 RA, = Cmin S, < 2e), Hn ESS Sa E$FB0BJ[—2c, — c] 
的 次 数 .我们 有 
P(A,) =P¿(A,,S, 2 c) + Pd,,S, <— e) 
<P 2 1) + P(S, <— e). (6.6) 
类 似 地 ,车 记 B. 一 (max3; 之 2c), 用 %w 记 一 5S, 一 Si 一 5 上 穿 [一 2, 


一 ¿1 的 次 数 ,也 有 
PE) < Px 1) + P(S, > o). (6.7) 


因 PG 22 1) SEG ==1,2), 且 由 上 穿 不 等 式 可 知 
Ey +Es<| Sd — 2)dP, 


[A 
上 所 以 结合 (6. 6),(6.7) 式 即 得 
P| max |S,| > 2e| < PCD 十 PCB,) 
Ejn 


< En + En + P(|S,| > e) 
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PS >o + IS] DP. 


得 证 (6. 5) 中 第 一 个 不 等 式 成 立 . 而 上 式 右边 不 超过 
Í dP +Í IS, 一 2aP <| eS, 1dP. 
s> sia is 
证 毕 ， 
现在 我 们 利用 上 穿 不 等 式 来 证 明 扶 妆 敛 定理 , 它 是 靳 论 的 基本 结果 之 一 . 
定理 6.1 PSF nn S1) ETR, BsupE|S,I < o S, a.s. 收敛 
于 一 个 r.v. S ,满足 五 1S1 < co. 
证 记 引 理 6.5 RH asb) X vve = lims, AMRED). 由 上 穿 不 
等 式 及 假设 supE|S,| < co 可 得 
(b — ayEv,, < supE]S,| + lal < o. 
因此 对 任意 的 数 对 a < 都 有 < co a.s. ,从 而 
Plliminf S, < a < ó < timsup S,] = 0. 
将 上 面 概率 中 的 事件 对 所 有 的 有 理 数 对 a.6 作 并 ,得 
P [limint S, < limsup S,) = 0. 
这 就 是 说 S a.s Ak W E ITB) DER r. v. XS. H Fatou 引 理 
E|S| = E(lim]S,|) < sup E|S,| < eo. 
证 毕 . 
推论 6.1 -AA R hk (sk F Bh. sk Eea. s. kk; E ER F eE 
a.s. rak. 
定理 6.2 PSF anl EFR 382 X: p'ZB Fp — ARES: 
G) 一 致 可 积 } 
GD L. KA; 
Gi) a.s. KAF Sa ECS- |F) > S, BlimES, = ES.. 


E SGD. 这 时 因 定 理 6.1 的 条 件 被 满足 ,所 以 存在 S. 使 S, 一 S. 
a.s. ,利用 一致 可 积 性 ,由 定理 5.8 即 知 5, = S$。 


OSG. RS Su. RA ELS, > E S. | < oo. 因 此 由 定理 6.1 有 
Sa > Sw as, ,对 任 一 4E Z, nD w RGA 


[sas < Í SudP. 
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由 L, WE, m — oo Bl, Est nk at | 5-dP. 因此 
| SdP < Í SdP. 
A A 


这 就 证 明了 S, < E(S. lF). 
d=). 这 时 由 S. < ESF.) 和 Jensen 不 等 式 有 S; < 
下 (Sx=| 多 ) 故 对 任 给 的 4>>0， 


f star < | SšaP. 
staa staa 


这 就 是 说 {3+ } 是 一 致 可 积 的 . 因为 5+ 一 Sa,s, B EST — ESI. hR ES, 
> ES LA ES; > ESZ. 由 此 及 Sr — Saas. , 按 推论 5.5 可 得 {57) 是 一 
致 可 积 的 , 因 此 {5.) 一 致 可 积 . 证 毕 . 


习 题 


l. i$ r.v. X W d.i. H Ea) AR Y = F(X) 的 分 布 . 
2. 斌 给 出 一 个 奇异 型 d, I. F(z) HRH c. t. f G). 
3 trv. XY AXE X SY 至少 有 一 个 具有 概率 密度 函数 , 试 证 X 十 六 
也 有 概率 密度 函数 , 即 久 十 了 的 d.f. 是 绝对 连续 的 . 当 X 与 Y 不 独立 时 又 如 
何 ? 
4, 设 EX’ < co, a 是 实数 , 令 
y- f 3X <a, 
a, M X2>a. 
斌 证 ;VarY < Var X. 


5. 试 证 :0) 1 P(|X| 2) < E|X| <1 + S1P(|X|20). 由 此 ,tv 
X 的 数学 期 望 存在 当 且 仅 当 2 PX | > n) < co. 
G ÉE r.v.X 只 取 正 整 数值, 那么 EX = XPA Sn), 


VarX = 2D)nP(X Z n) — EX(EX + 1). 


2=1 

6. EX: =1 R E|X| Za > 0, 试 证 对 0 志和 过 1 有 
P |X| 2 àa) 2 (1 iya. 

7. 设 {X,) Æ ii. d. r. v. PJ. E| X, | < co, 试 证 
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lim {El max |X,|) = 0. 
(提示 :对 E( max |X;|) 利用 定理 2.2.) 

8. REA r. v. X RE | 和 | < 1 a.s. ,那么 对 任 给 的 e 之 0 有 

P(IX| 2) 2 EX: — ë, 

9, 设 (X,Y) 是 二 维 正 态 随机 变量 ,EX = EY = 0,VarX = VarY =1,X 
与 了 的 协 方差 wxr = p. RE X SY 独立 的 充 要 条 件 是 p = 0. 

10.8 fa) E r. v. X B c. 1. , 试 证 

lim zoso fH 一 EX. 


0 t 
由 此 可 得 EX: < co 当 且 仅 当 fGa 是 二 次 可 微 的 . 
11. 设 


Ja 一 
Am te 

ESO = f( 一 个 , 试 证 /是 绝对 连续 d.f. 的 c,f 

12. 设 r,v. 久 ,7 了 的 d.f. 分 别 为 FO 和 G, 且 P{jX 一 了 | 宕 8)} <, d.f. FA 
G 的 Levy 距离 定义 为 

a(F,G)= inf{ h, h> 0,F(z — h) — h < G(z) 
< F(z +h)+h). 

试 证 dF;,G) < e. 

13. BAF, Fin > 1) E d. i AIRE F. — F 5 B IR dC, F) — 0. 

14. BPCL), pD n 2 1) 是 概率 密度 函数 列 , 若 除去 一 Lebesgue 测度 
为 0 的 集 外 ,对 所 有 实数 x 成 立 着 p,(7) —> pa), W R EEM Borel A — 
致 地 有 


j Palade -| pdr. 
a a 


1r v. IXA MEX > X> 之 0a.s. WBA X 0 Th 
X, > 0a.s. 
16. 著 对 一 切 a [X] < C.B r. v. X, — X WIE p> 0 
X, x. 
17. B F, E k H r. v. (X. r X.)(n = 1,2，,…) 的 联合 分 布 ;4 = As 
ae sA E REIRE Fa B AX, + HAX a 的 分 布 .那么 F. Skip 
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k # d. f. HERRENE kE Ea 都 弱 收 全 

18. Æ r. v. A {Xan 2 1) 一 致 可 积 ,那么 {S./nsn > 1) 也 是 一 致 可 积 的 . 
特别 , 当 {X,) 是 ii.d.r.v. 列 时 ,车 |X| < co,BJ(S,/nim 2 1) 一 致 可 积 . 

19. 设 (5,;n 221) EFA, sup ES; < co, WE M 

sup E[S, | < o. 

20. (S7) 是 一 下 吉 当 且 仅 当 存 在 一 个 鞭 {S，, 灾 .) 和 一 个 正 的 增 r.v. 
ISA) 88 S, = S, + S,” 

21. BX.) 是 一 列 r.v. X, — X a,s, 且 存在 可 积 r.v.Y 使 得 对 每 个 之 
1,1X,| < Y. WRF.) 是 一 列 递增 的 o 城 , 试 证 E(X, |Z.) — E(X ||Sr) 
a.s. ;其 中 久 一 Gi ür.) . 


第 二 章 “无穷 可 分 分 布 与 
普 适 极限 定理 


正如 Kolmogorov 所 说 ,概率 论 的 意义 在 于 描述 由 大 量 随 机 因素 影响 所 
表现 出 来 的 规律 性 . 换 句 话说 ,研究 随机 变量 和 的 极限 对 于 搞 清 楚 随 机 现象 的 
本 质 有 着 极其 重要 的 价值 . 从 本 章 起 我 们 将 着 重 介绍 关于 独立 随机 变量 和 极 
限 理 论 的 一 些 经 典 结 果 和 最 近 的 研究 进展 . 

首先 讨论 极限 理论 的 一 般 问题 . 考察 如 下 的 r.v. 组 列 


Xu Xa e Xw 
Xas Xar e X. 
Xas X,, s Xap 


假设 {Xw} 的 每 一 组 内 的 r. v. E CA RARER r. v. 组 列 为 独 
Trv. A3), B iË k, — o0 (H n — co). 我 们 要 求 讨论 形 如 
S, = DK 

的 行 和 , 当 -> oo 时 的 极限 分 布 族 是 什么 ? 收 伍 于 极限 分 布 族 中 某 一 给 定 分 
布 的 条 件 是 怎样 的 ? 

为 回答 第 一 个 问题 ,在 $ 1 中 引 和 无 穷 可 分 分 布 函 数 与 无 穷 可 分 特征 函 
BUEL HAERA TAERAA DRR. 

另外 ,为 了 使 上 述 问题 的 讨论 有 意义 ,我 们 需要 引 和 人 无 穷 小 条 件 ,这 意味 
En > co 时 ,5, 中 每 一 项 所 起 的 作用 都 很 微小 ,没有 作用 特殊 显著 的 项 . 在 
S 2 中 ,我 们 证 明 如 果 独 立 r. v. AI Xa) 满足 无 穷 小 条 件 ,那么 S, 的 所 有 可 
能 的 极限 分 布 从 是 无 穷 可 分 分 布 全 体 ,并 给 出 S. 依 分 布 收 合 于 一 个 给 定 的 无 
穷 可 分 分 布 的 充 要 条 件 .8 3 讨论 由 独立 r. v. IA) 所 产生 的 三 角 组 列 情 
形 , 给 出 世族 和 稳定 分 布 族 的 完整 刻画 . 

对 于 具体 的 极限 分 布 ,我 们 仅 在 了 4 中 限于 讨论 向 正 态 分 布 收 化 的 中 心 
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极限 定理 .许多 经 典 结 果 可 由 8$ 2 中 的 普 适 极限 定理 推出 , 收 伍 于 标准 正太 分 
布 的 一 致 速度 将 在 85 中 给 出 . 最 后 还 将 对 非 一 致 估计 与 大 偏差 定理 作 一 简 
单 介 绍 . 


$ 1 无穷 可 分 分 布 函数 


L1 无 穷 可 分 分 布 函数 的 定义 

定义 1.1 称 c.I.f(t) 是 无 穹 可 分 的 (i.d. ), 若 对 每 一 正 整数 n, fF E 
e. f. (2) ,使 得 

TO = AOF. 

无 穷 可 分 c.f. S0 所 对 应 的 d.f. F(z2) RAER d.i. R EER n, 
PE d.f FC) 使 得 已 一 Fir Ep Fe" RR F, Hn BER- 

例 1.1 下 述 常见 的 分 布 是 无 穷 可 分 的 : 

G) 具有 唯一 跳跃 点 “ 的 退化 分 布 ,其 对 应 的 c.f 

FO) = e“ = (e 
Gi) 具有 参数 为 o Re HESSE Na), ESU c- f. 


fO) 一 exp {igt 一 ee[2j=[ ep 人 ie 二 Ë., 5T, 
(ñi) 参数 为 4 0) 的 Poisson 分 布 ,其 对 应 的 c. t. 


G) =exp {Ale — D}=[ep tee 一 DJ 


Gv) Cauchy A E WEREM P 一 全. i (a> 0 ,其 对 应 
的 c.f. 
JG) = er = (e sln)", 
G) 工分 布 , 它 的 密度 函数 p(x) = pgr ie r 20 hpk >o, 
人 > 0, 其 对 应 的 cL 


f= fı 一 š] = [fa 一 z) T. 
1.2 ”无穷 可 分 特征 函数 的 性 质 
定理 1,1 EIO PRT id ef NOO B i. d.c. f. 
证 显然 fg 是 c.1. ,又 对 每 一 正 整数 ,存在 c.f AO fz. G) 使 得 f) 
= AEDO = (gQ) 而 AOO J c f, H Oge) = 
(f,G)g,G) ABAE SOO 是 i.d. 05. 
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推论 1.1 (1) 有 限 多 个 i.d.c.f. HRE idc i 

(2) 若是 i.d.e.f, 则 | 有 | 也是. 

证 D 是 显然 的 现 证 (2), 当 /是 i.dicf. 时 ,f( 一 了 ) = fG) 也 是 
id.e.f. ,所 以 ISOL Eid 的 , 故 对 每 一 正 整 数 n, 有 实 的 c. t. a) 使 
FOE = E” Bg SOl = GEDRA IOL id. 的 。 

定理 1.2 设 f(z) 是 i.d.c.f. WAE Sa > 0. 

E HEERA an A ciO ESS fa T e= VR zg, = ST 
是 实 c.f. 且 g 是 i.d. kigh n KERR” =g. 0 < =< 1, 
所 以 
1 3 gG) > 0m, 

0 3zG) 一 0 时 , 

X g(0) = 1,8&A(0) = 1. HT gG) 连续 ,所 以 在 i 二 0 的 某 邻 域 中 有 (2) 均 为 
l. 这 样 由 第 一 章 定理 4.2 知 h(t) 是 c,f, 由 he) 的 连续 性 ,对 任 一 上 h(t) = 1. 
由 此 得 g, 进 而 让 ,无 处 为 0. 

定理 1.3 kideei pJ I fe G);m = 1,2 e KATE c L fay, M 
JO 是 i.d. 的 . 

证 BUO =exp[T-Log 7 上 .由 Log 的 定义 ,Log (0) = 
0. HERE m, 1 m — co Bl, # (f N — (fay. h p f° O E 
id. 的 ,所 以 对 每 一 2 (f GU Ec, f. ,而 CFA) 在 :一 0 处 连续 ,由 第 一 
章 定理 4 2 可知 (CFGD)) Eei ASO = (Gaye) s i. d,c, f. 

定义 1.2 c.f. f(t) 称 为 Poisson 型 的 ,车 

fa) = exp {iat + Ale — 1)}, 
其 中 oa p 是 实数 . 

定理 1.4 c.f.f() 是 id, 的 当 且 仅 当 它 是 有 限 多 个 Poisson # c, f. 的 
乘积 的 极限 . 

证 “显然 条 件 是 充分 的 , 反之 , 若 了 是 id,e.f. ,此 时 在 Ri 上 Log 了 存在 
县 有 限 , 又 有 


ro Š Jimg,G) = | 


fs = exp 


TLog s) =1+ Friogf + O| z): 
于 是 
Logf = lima Cf” -D= lima (f, 一 1)， 
Kh f. = f 是 cf * 记 其 对 应 的 d f. 为 F,, 则 
Logf = lima |” (ee — DdF,(z) = lim 二 (e= — Ddr, (z). 
limaj lim limn} 
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PAS ton < m. E < Zi = A, max jy — Za) ON 
<<. 


co 时 ). 由 Riemann-Stieltjes 积分 的 定义 


A JN 
nf „© DAF, a) = limn 2) (ez — DAF,(z;.s) 
7 SS= j=] 


in 
= limn D hjulen — 1), 
7% j= 
其 中 jw = nA (zy) = n[F,(z,..) — F,(z 1.2) JoB = zx. 这 样 就 得 
f€) = lim lim bm [perp {Anju w — 1)). 


运用 id.c.f 的 上 述 性 质 , 我 们 可 以 用 来 判定 某 些 c.f. 是 不 是 i,d. 的 . 
例 1.2 设 入 服从 [一 1,1] 上 的 均匀 分 布 , 它 的 ef fü) = (sin t)/t,t € 
R', 易 见 当 t = kx B|, f G) 一 0. 故 由 定理 1.1 知 jz) 不 是 id. 的 . 类似 地 ,如 
果 工 歌 士 1 的 概率 各 为 1/2, 即 PX = 1) = PX = 一 1) = 1/2, 则 它 的 
c Í. f Ga) = cos t 也 不 是 i.d. 的 . 
例 1.3 i fO) E Laplace 分 布 的 cf. , BI 
fe) = + 
于 是 
fO 一 (1 十 这 11 ~ iN! 
一 [G 十 让- — i) e, 
由 例 1.1(v) 及 推论 1.1 可 知 /G) 是 def. 
例 1.4 É p> 1,238 c. f. 
FD = — Dp—e)!, r€ R 
的 i.d. 性 .注意 到 


Log fe) = Loel1 一 z) 一 LogG — e/p) = X) g 一 1)， 
A 
于 是 
Fa) 一 Heel gale” 一 D} 


故 从 定理 1.4 即 得 f(z) 是 i.d. c.f. 
1.3 无穷 可 分 特征 函数 的 Lévy-Khintchine 表示 
Ë y 是 实 的 常数 ,G(z) 是 有 界 不 减 左 连续 函数 . 我 们 记 
itx 11 十 z 
1 十 Ta E4 


itx 


为 使 积分 号 下 丽 数 gt,z) = | er 一 1 一 ES] EA a = 0 处 连续 ， 


e= i+ Je- LEi aD 
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定义 它 在 二 0 上 的 值 为 
limg tx) = tim( e" -1-7 ie Li 5, 
此 时 不 难 证 明 ger) ER 上 是 有 界 连 续 的 . 
定理 1.5 BAe gidei 


证 ”对 每 一 0 之 之 1, 我 们 有 


fe- Jaco 


AN ! 
-im S |e 1- ia Hen -Geyl, 0.2 
=. 名 


其 中 E = z, < z, < *= < z, = en SÊ < z, (Ë = Olen = 1) R 
max (z — z) — 0. 这 一 和 式 中 的 每 一 项 有 形式 iawt + A, (e 一 1), 此 处 


1 r ŝi Aë, 

1+ £ 

因此 (1. 2) rai Poisson c.f. 3638100388 218 B. 由 定理 1. 4 WER i.d.c. i 
的 对 数 . 让 6 一 0, 知 


À. 一 [Gwin — G(z)], b; =, aa 一 一 


dG(z) 


itz j 


Ri.d.c.f. 的 对 数 , 同 理 
ia jl += 
n=f le 1 rem] —= GG) 
也 是 i.d.c.f, 的 对 数 , 而 
PO = 1, + 1, + i — ËI 0) -6 01. (1.3) 


后 两 项 分 别 是 退化 分 布 和 正 态 分 布 的 c.f. 的 对 数 ,这 就 得 证 expCy(1)) 是 
i.d.c.f, 证 毕 ， 

事实 上 ,每 一 i.d. c.f. 的 对 数 都 可 表 成 (1. 1) 的 形式 . 为 证 这 一 结论 ,不 妨 
假设 G( 一 一) 一 0, 并 引入 函数 


_ í _ Sin y 
AG) = f! 1 F 


A 
lecoy) aa 


(1.5) 


ÀG) = óG) 一 f PUTATE Dah, 
° 


q.p ipta ao |i- TILEY y= ontarte kf 


4(y) 是 非 负 有 界 连续 的 ,因此 积分 (1. 4) 有 意义 ,而 且 对 一 切 >， 有 常数 > 
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0:c: > 0 使 
a < AG) < c. (1.6) 
函数 AG) 是 有 界 不 减 的 ,4(z)V4( 十 so) 是 一 个 df 
现在 来 讨论 AG 当 4(z) 之 间 的 关系 . 我们 有 


a) =f [we 一 二 (We + D + gG — A) Jar 


=f T e=(1 — coshz) È 


由 于 被 积 函数 在 [0,1] x (一 0,00) manae, 故 从 Fubini 定理 可 得 


EG(z)dh. 


ao =Í fea- cosh) EZ dhdG a) 
-ado 
-f efi- ijitoa ) 
a x 
=|  e“dAG. an 


这 就 是 说 MD)V4(+ co) Æ d.f. AGz)/AC+ eo) 所 对 应 的 c.f 

引 理 1.1 在 由 (1.1) 式 定义 的 函数 g(t) 各 元素 对 (7Y,G) 之 间 存 在 着 一 
一 对 应 ,其 中 ”是 实 常 数 ,C(z) 是 有 界 不 减 左 连续 函数 , 且 C( 一 ce) = 0. 

证 由 (1.1), 任 一 对 (Y,G) 唯一 地 确定 函数 óG). 又 任 一 函数 (7) 唯一 
地 确定 西数 X(t), 它 是 一 个 c.f. 的 常数 倍 . 从 (1.7》 和 道 转 公式 即 知 AG 唯一 
地 确定 函数 4(z), 最 后 ,4(z) 唯一 地 确定 函数 


有 sy 
GG) = Eh ) 140), (1.8) 


y 
常数 7 由 乡 和 唯一 地 确定 
利用 引 理 1.1, 我 们 将 采用 记号 $= (7Y,G). 
引 理 1.2 设 


#,G) = io 十 F [e -1- 


itr lte 
rre) 


ub y, 是正 的 常数 ,G,Cz) 是 有 界 不 减 左 连续 函数 ,G,( 一 0) = 0 (n = 1,2, 
ke). 
G) #7.— 7 B G, GM 
Plt) pl) = (Y,G). 
OPLOO ,其 中 We) 在 1 = 0 处 连续 ,那么 存在 常数 y 和 有 界 不 
减 左 连续 函数 GCz) ,使得 7. 一 7,G, -G B 2 = (074G)， 
证 。 引 理 的 第 一 个 结论 从 第 一 章 定理 4.2 即 得 . 下 出 来 证 第 二 个 断言 


dG, (r), (1.9) 
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BG) 在 :一 0 处 连续 ,exp(8%(G)) 是 i.d.c.f. 的 极限 ,所 以 后 者 是 i.d.e.f. 从 
定理 1.2 即 得 对 每 一 1,exp(y%(1)) 天 0, 故 |y(2)| 是 有 限 的 , 且 在 任 一 有 限 区 间 
ERF: BAA p — $G). 所 以 


Ae = wo — | Tone A + G — Dah — 29, 


其 中 A(z) 由 (1. D 888. 注意 到 (1.7) 中 与 MGz) 入 (1) 相 联系 的 函数 4(z) 和 
Ala) ,利用 AGO 的 连续 性 和 第 一 章 定 理 4 2, 便 得 A, — A. Jkbk A oo) = 
4 一 so) 一 0(0) > (0), H 


ao = Í qA), ao = f” dac, 


因此 有 入 (oo) > 4(co). 这 就 得 证 A. 一 > A. 从 (1.6)、(1.8) 和 第 一 章 定理 
4.1 B Co(z) — C(z), 由 同一 定理 ,对 每 一 上 有 
itx 11 + a? 
1 + z: J= 
所 以 存在 极限 limY。 一 了 ,并 由 引 理 的 第 一 个 结论 可 知 交 一 《7,G). 证 毕 ， 
定理 1.6 PE G) 是 i,d.c.f. 当 且 仅 当 它 可 表示 为 
itz 
1 + z: 
其 中 7 是 实 常 数 ,Gtz) 是 有 界 不 减 左 连续 函数 , 旦 积分 号 下 的 函数 在 z 一 
值 定义 为 一 x?/2. 
证 现在 只 需 证 明 任 一 i.d.c.f. 可 以 表 为 (1.10) 的 形式 就 够 了 . 由 定理 
1,2, 对 每 一 tf(1) 闫 0. 今 考察 Logf(1). 由 定理 1.4 的 证 明 可 知 ,对 每 一 : 有 


Log fO) =tim |” nle — 1D4F,(z) 


irt — p0) 一 Fe 一 1 一 dG). 


O =ef f fe- 1 一 Jace), a.10 


itz 


Trz] 


e —]— 


a DF PFO + E 


=limg, G), 
HP pO 由 (1.9) 式 定义 , 且 


jar a) 


y. = 小 TAi, G = nf EET — dr, o). 01D 
由 引 理 1,2, 从 关系 式 轧 (f) — Log fG) fl Log f G) 在 上: 一 0 处 连续 即 得 ,存在 


实数 y 和 有 界 不 减 左 连续 函数 C(z) WA y, > y,G, 一 > G, B Log fu = 
(y,G). E. 

表示 式 (1. 10) 称 为 Levy-Khintchine 公式 .由 引 理 1. 1 和 定理 1.6 即 得 ; 
著 G( 一 o0) 一 0, 那么 def fO 表 成 (1.10) 形式 时 其 7 和 GCz) 是 唯一 的 . 
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现在 来 看 几 个 常见 的 i.d. c.f. ,它们 的 对 数 表示 成 .1) 形式 时 ,其 中 的 了 
A GO) 是 怎样 的 . 从 例 1. 6 的 求解 过 程 将 会 看 到 ,如 何 运用 定理 1. 6 的 证 明 
来 具体 寻求 > 和 CCz)， 

例 1.5 (i) 设 r.v.X 服 从 正 态 分 布 NCp,0), 试 给 出 它 的 cf. 的 
Lévy-Khintchine 表示 

Gi) 给 出 Poisson 分 布 的 c.f. 的 Lévy-Khintchine 表示 . 

E G) ESIE NU) 的 c.f 

Ja) = exp{ ipt — o° /2 ). 

直接 考察 (1. 10) 右边 的 Stieltjes 积分 ,并 注意 到 img (t,x) = — #/2, RA 
Y 一 下 及 


Gi) 设 fG) 是 Poisson 分 布 的 c.f , 则 


wi i 
Log f) = Ale D=igt+ale 1 一 号 |， 
考察 (1. 10) 右边 的 积分 可 得 
f 0 r<, 
y= 4, = 
z GG) Ë. z>1. 
2 
例 1.6 WAH Cauchy 分 布 
=f <. d 
rœo=f 元 zx y 
BO e. í. fü) = exp(— a|z|) 的 Levy-Khintchine 表示 、 
# BAAO = exp| = Żel) ,所 以 
_ af: dy _af™ dy 
Fay = z | s a/n yY f. a + y" 
H (1.11) 知 
= 6 
G(x)= a yar) 
-2 > 
-| oa Ta T? 


aft dy del 
sf I+ 5 =G(z). 


把 由 上 求 得 的 GCz) 代入 (1. 10) ,并 注意 到 VC) = LogfG) = — alt MA 
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— alt| =Log f() = i: + fe 1 
=i: — alt|. 
从 而 得 7 = 0, 即 Cauchy 分 布 的 c.f, f Ga) 的 对 数 G) = Log f G) 所 对 应 的 
y=0, 


Ga) = zf A a. 


1.4 ”无穷 可 分 特征 西数 的 1évy 表示 及 Kolmogorov 表示 . 
对 于 i.d.c.f. fO) ,Lévy 给 出 了 另 一 种 表示 . 令 oi = G(+ 0) 一 G( 一 0)， 


[ 15746, z <o, 
Lao  , 0.12) 

-| Ho, z>o. 
BALO 除去 0 点 外 ,被 定义 在 整个 实 直 线 上 ,在 (一 co,0) 和 (0,co) 上 是 不 
减 的 , 且 满 足 条 件 工 (十 soy = L(— so) = 0. LERNO) RGO RL A 
相同 的 连续 点 . 对 每 一 有 限 的 9 > 0, 我 们 有 站” io <o theg f 是 


指 从 积分 区 间 中 去 掉 0 点 . 反之 ,对 任 一 非 负 常数 :和 和 什 一 满足 所 述 条 件 的 函 
数 工 (z) ,借助 (1, 12) 和 (1, 10 唯一 地 确定 一 个 idc,f 这 样 , 就 得 如 下 的 
定理 1.7 BASO Bidet 当 且 仅 当 它 可 表 成 
iz 
l+ z 
EPER 88. BEREA LO) EC oo,0) 和 (0,ce) 上 是 不 减 的 , 且 
Lt co) = 0. 对 每 一 0 < ó < o,f are < oo. 
(1.13) 称 为 Lévy 公式 . 一 个 i.d.c.f. 按 (1,13) HERE H. 
我 们 回顾 到 , 当 r.v- 导 具有 有 限 方差 时 ,其 对 应 的 <.f. f(z) 的 二 阶 导数 存 
在 ;反之 也 对 . 从 这 一 事实 及 定理 1. 6, 即 可 得 下 述 
定理 1.8 MASO 是 具有 有 限 方差 的 i.d.c.f. 当 卫 仅 当 它 可 表 成 
r e“ — 1 — iz 
— z? 


f(t) = exp m-f (e-i jaw}. (1.13) 


fay = exp [iat + dK (zx)), 0.1 


其 中 a 是 实 的 常数 ,KK (zr) 是 有 界 不 减 的 , 旦 积分 号 下 的 函数 在 工 = 0 处 的 值 定 
义 为 一 如 /2 

《1.14) 式 称 为 Kolmogorov 公 式 .出 现在 公式 (1. 10)、(1.13) 和 (1.14) 中 
的 函数 G(x)、L(z) 8 K (z) 分 别称 作 Levy-Khintchine Lévy 和 Kolmogorov 
mE. 
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例 1.7 Orv X RAES A N) IIR e-f 为 
FO) = expli 一 ot /2 }. 
R7 = y, Lia) = 0,J82, f) 就 有 Levy RRRA. 13). EW a = z R K(z) 
= o6(z) ,其 中 6(z) = 0 q z < 0;6(z) = 1 M z > 0,38 Z fG) 就 有 
Kolmogorov 表示 式 (1. 14). 
Gi) Poisson 分 布 的 c.f 
fa) = exp{ Ale" — 1) } = exp{li + Al — iz — 1)}. 
到“ = A, K(z) = 40(z 一 1), 那 么 了 (1) 就 有 表示 式 (1,14)， 
Hf 1.5(ii) 及 (1.12) 式 得 
Lea) - ZSL 
2 z> 
He 7 = à/2,0° = 0 得 Poisson 分 布 的 c.f. 对 数 的 Lévy 表示 式 (1. 13). 此 时 
LO) 在 x = 1 是 不 连续 的 . 
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2.1 “无穷 小 条 件 
考察 独立 f.v. AI Xak = lresk n = 1,20 h. BE k. — 00,8 


k 
S, = J, Xm (2.1) 
E 


本 节 的 目的 在 于 找 出 $, 的 极限 分 布 族 , 如 果 对 {Xw} 不 作 任何 限制 ,那么 任何 
d.i. FC) 都 可 以 作为 (2.1) 的 极限 分 布 . 事实 上 ,如 对 每 一 $ X 具有 
d. f. F(x), Ñi Xu = 0, > 1, IARNA nS, Wd. E 都 为 F(z). 为 避免 由 少 
数 特殊 项 决定 S, 的 情形 ,引信 某 些 使 和 式 中 每 一 项 在 * 一 oo MERER 
小 ”的 限制 是 合理 的 . 

定义 2.1 称 r.v. 组 列 {Xo k= benkon 一 1,2,… ) 满足 无 穷 小 得 
件 , 若 对 任 给 的 > 0 

lim max Pi |X,,| >e = 0. (2.2) 
无 穷 小 条 件 可 用 不 同 的 概念 来 描述 . 记 Xw 的 d. f. ,c. 和 中 位 数 分 别 为 
Fala) fa) fü Xa 为 书写 简便 ,用 max 和 2 ARE max 和 多 
引 理 2.1 下 列 条 件 相互 等 价 : 
GD {Xm} 满足 无 穷 小 条 件 ; 
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Giyma[” r= — qr, (x) 0; 


Gi) 在 任 一 有 限 区 间 中 关于 上 一致 地 有 
max fut) — 11 — 0. (2.3) 


证 GD=G) 函数 (1 + x?)/x? 在 正 半 直线 上 递减 , 故 对 每 一 > 0, 
n> 1# 
ite 


max| dF, a) <Ç LEE max | ne —kF,,(z). 


G)=GH) ”对 任何 实数 x, le 一 1| 二 jx| ,那么 对 每 一 和 < co, 当 |+] < 
b Bj 


max fult) — 1| <max 
: h 


(aat hd asao] 


=<be + 2 max >. dF,,(z). 


Ci)=> i) 对 任何 的 4.f. F (z) 和 相应 的 c.f. f (e) 有 
j e (1 — Ref(t))di =1 一 j U e "eos tzdt }dF (=) 


=f = Z dF a). 


因此 对 任何 了 > 0, 


r = — aF, e < -| fa) — 1ldt 


<f max [fult) — 1|dr + ef evar. 
BG) RER AHER e> 0, 可 选 适 当 大 的 本 使 当 充分 大 时 上 式 不 超过 Ee. 


wE. 

引 理 2.2 IX.) 满足 无 穷 小 条 件 ,那么 对 每 个 rz > 0,r > 0, 
max |mX,,| -> 0,max lzjrdPs(z) > 0. 
n a aree 


证 ”首先 不 难看 出 上. v,X 的 中 位 数 mX 必 含 于 任 一 满足 P(X € D> + 


HREL K.G e> 0, 无 穷 小 条 件 (2. 2) 式 推出 对 充分 大 的 n, 
minP(|X, | <© > 1, 
i 2 
因此 ,对 充分 大 的 m max |mX.,| < e. KI 0 < e << r 


max | izlaFuCz) < e+ r max | dF,,(2). 
+ leje + Irae 
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ti e > 0 的 任意 性 得 证 引 理 ， 

2.2 ”独立 +.v. 和 的 极限 分 布 

下 列 Khintchine 基本 结果 表明 了 无 穷 可 分 分 布 在 概率 极限 理论 中 的 作 
用 . 

定理 2. 1 设 独立 7.v. HX. 满足 无 穷 小 条 件 , 则 YX。 的 极限 分 布 
族 与 无 穷 可 分 分 布 族 相 重合 ， 

为 了 证 明定 理 ,我 们 需要 一 些 引 理 . 设 0 < r < oo. 令 
an= | rapsCD，RCD= Fal Hau) Ta) = eraa. 


(2.4) 
显然 
laal < f 
引 理 2.3 R IX. 满足 无 穷 小 条 件 RA r.v. 组 列 {Xm} ER X, 一 
Xu — au 也 满足 无 穷 小 条 件 - 
证 由 引 理 2. 2， 


|= 1dF,, (z) < r. (2.5) 
<: 


max|a,]| <max| 
ARENEB e > 0 和 充分 大 的 


maxP(|X,,| 2 e) < maxP([X.,| + la, | > e) < maxp| [Xal 之 人 


trldFu (x) — 0. 
laler 


应 用 (2. 2), 引 理 证 毕 . 
引 理 2.4 WOX, 满足 无 穷 小 条 件 ,那么 对 每 个 0<<5 < co, í n 充分 大 
时 ,Log f(t) 在 区 间 [ 一 8,6] EARE 
Log f, GQ) = fa — 1 + ot) — 1, (2.6) 
其 中 [On] < 1. 进而, 上述 结 论 对 Log 了 u(t) 也 成 立 . 
证 H Taylor FR., 


log(1 +D = Z — Z +odl21) (Z — 0). 


国 此 , 当 |Z| 充分 小 时 ,|log(1 +2Z)— Z| S |Z, #Z=Z,G)= fat). 
由 引 理 2, 1,max|Z,(2D| 一 0 对 +E [— b.b] FUR. 这 样 (2.6) 上 成立, 引 理 


2. 3 保证 了 T, G) 也 满足 同样 的 结论 . 证 毕 、 
在 下 列 两 个 引 理 中 ,F(x) WER d. f. ,f(z) RER cE 记 


a= | Fay, Fa) = Fart ay, YO) = f edo, 
a< a 
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引 理 2.5 ”对 任何 有 限 正 数 5 存 在 正 数 wu bir) > 0 满足 


cı max | Ja) 一 1| < — dF(z). (2.7) 


= 
证 “利用 不 等 式 le 一 1 ir) < /2, RITE 


max |FU) — 1| = max Ë (e-o — IdF (r) 


lase 


<| aa + elf (z — tdF (a) | + 和 | Ge arara) 
BE zl<r 2 Jins 


<+ la wf _dFCe) 十 tef a AF. 


考虑 到 |a| <r 且 函 数 (z — a)? 54 > 2 c BAS, 


pao -1< (gmet 7] 
KEKEE T FG. 
令 
a= [EHH E ü + G+ aD) (2.8) 


不 等 式 (2.7) 成 立 , 证 毕 . 
引 理 2.6 O< b<co,m Ed. f. FC) 的 中 位 数 ,如 果 |m| 天 =, 那么 
存在 c; = clm,5,7) > 0 满足 


F É 这 Foai a — ODd (2.9) 


如 果 f(z) 在 [0,6] 上 不 为 0, 那 么 可 以 用 21Log1fC)1| 代替 1 一 O P. 
证 ” 令 XX, 了 是 两 个 独立 r.v, ,具有 相同 的 d.f. FoX = X —Y.JH 
(zx) 表示 X: 的 df ,这 样 居 的 c.f. 为 


IFO = r costrdF'(z). 
H+ 


id: -Hh += 
所 以 


fa — [FO Dd =f [fa — cos tz)dt dF'(z) 


= i- ro 
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Dbe of 


E 4 dx). (2.10) 


Iit S0, G Fala) = PX — m < z),q GO) = PX — m] 2 z) ,q'(t) 
= P(|X:'| SDW 
m) KAE), Z 0. (2.11) 
事实 上 MR X — m 22: BY — m < 0,882 X 2 t. BT XY REA 
用 中 位 数 的 定义 ， 
P(X 2 1) ZP (X — m Z t,Y — m < 0) 


PA nSP <> a>. 


类 似 地 PX <- > rx- m£- t), ROID 成 立 . 
如 果 EI 的 连续 点 ,那么 人 =1—F,G) + F.(— D. WARR 
分 并 利用 (2. 11)， 


[L zdFa = -|x 1+ = pipina = Leora 
<fr a = | Paano. 
(2.12) 
此 外 ,显然 
(z 一 a) 


F = F, a= p. G pto 


<j (z 一 ay:dF(z) + Í dF(z>. 
zl<r I>. 


llzer 


对 每 个 实数 z,a Wm, (z — aY sÇ (z — m) -- 2@n — a)(z — a), 由 此 得 


| | (z — a'dF(z)<ç | (z — m)’dF (2) 
< 


+ 2G + mi) |fe — wara | 


<Í | (z — m)dF(r) + 2lal(r+ bf, pa 


r = Tr | (z — m)idF (zr) 


tate ImDi _ ara). 


erar 
但 是 我 们 有 
| a — mapa S + G + Im) | e m: 


kier 1 + z — my E 
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SHEH Dn TPE), 
tir tim] m) 
[dros 1 起 隐 La I C miO 
1 + tla]? 
<S GC mix |. rE 
因此 
f = Fo <|” =s dF lx), (2.13) 
其 中 


c= eO) = (+ G + m+ Ltg tden 


. (2.14) 


综合 上 述 ， $s =Z: 9) 式 成 立 . 

引 理 的 第 二 个 结论 由 下 式 即 可 得 到 ， 

1 一 oe Log|f@) |? = 2|Log| f0) |l- 

证 毕 ， 

引 理 2.7 设 0<5< co WR IX.) 满足 无 穷 小 条 件 ,那么 存在 正 数 C . 
=C, (br) 和 C = C'G,r), 使 得 对 所 有 k 和 充分 大 的 = 

C, max |Fa0) -u< Ees — dao Í llog| fu) | |a, 

证 ”由 引 理 2.2, 我 们 有 

max |an | Smax| _ Iz dF,GO > 0. (2.15) 


因此 当 充分 大 时 ,maxlawi < r/2. 应 用 引 理 2. 5 + d. f, F, (z) ,在 (2.8) 式 
中 令 lal = z/2 (88) C,. 
另 一 方面 ,对 +r 之 0, 引 理 2.2 推 出 当 w 充 分 大 时 ,max|mXw| < r/2, EH 


314 2.6 + d.i Fa(x), 在 (2.14) 和 (2, 15) 式 中 用 r/2 代替 | 到 | BAC. 
引 理 2.8 ” 设 独 立 r.v. 组 列 {X.} 满足 无 穷 小 条 件 .如果 对 每 一 个 :， 


TROI IOl, 
中 fO) B e. t. ,那么 存在 个 正 数 。 使 得当 充分 大 时 
yu F.C) < e. 2.18) 
证 ”由 引 理 2.7 可 得 


Diri dF.) C Sj |Loglfa 1 | de. 
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若 能 证 『 |Log][ aO ja> | rogiye1ld: 生 有 边 积分 有 限 ,就 得 引 再 
的 结论 . 由 于 AD 是 cf , 故 对 0<s< 1,88 b D> 0488 e < bn. | /G)| > 
1 — £ > 0. 由 此 得 0 所 [Log] f(| | < [Logd — s) | < oo. 所 以 右边 积分 有 
限 . 而 由 假设 可 推出 
TD O, 
B |fa G) |°, OF 都 是 c.f. ,因此 在 l < ó PERRA- RERE A 
(Xn) MERR NRH AAAS 21,4 e| <b B n RAAE Log l fal) | 
有 意义 ,而 且 在 |t| 所 5 中 一 致 地 有 
BD) [logta | |> ILoglf 14]. 
由 此 即 可 推 得 引 理 的 结论 . 
引 理 2.9 设 独 立 r.v. AI Xa) 满足 无 穷 小 条 件 , 且 (2.16) 成 立 , 则 对 
任 一 :有 
D (Log ZG) 一 (ful) — 1))— 0. (2.17) 
证 ”首先 由 引 理 2.4, 对 充分 大 的 nx 有 
Logf,.G@) = at) — 1 + GaGa) — 12, 
其 中 bal < 1. 这 样 由 引 理 2.7 及 (2. 16) 式 我 们 有 
|È tog aO 一 Ce — D) |< So — 1|° 
= = 
-a ] +z’ 
< CG/C.) max [Fat —1|— 0. 


< max [Fa — 1|- Decl dF.) 
证 毕 . 

定理 2. 1 的 证 明 ”首先 来 证 尾 一 i.d.c.f. (x) 是 某 一 满足 无 穷 小 条 件 
独立 r,v, 组 列 {X} 的 和 51X, 的 极限 分 布 . 设 f G) 是 对 应 的 i.d. c. f. ,对 每 


— n, c.f. f,G) ESO = (fC, 对 大 二 eron, G fu G) = f,(0). 那么 
有 f(D) 二 lim] f(D 这样 ,c.f 为 ftt) 的 独立 r.v, 组 列 {Xw} 之 和 的 df 
P kel 


IRAKAT FO). 由 于 对 任 一 有 限 区 间 中 的 上 一 致 地 有 ft) 一 1, 由 引 

理 2.1 得 {Xu} 满足 无 穷 小 条 件 . 

次 , 设 独立 r.v. HPX.) 满足 无 穷 小 条 件 , 且 和 > Xa 依 分 布 收敛 于 
Ç 


d.f. FG), FIE F(z) 是 无 穷 可 分 的 . 由 第 一 章 定理 4.2, 
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IAO fo = f edF. (2.18) 
| - 
再 由 引 理 2. 8 和 2.9 知 此 时 (2. 17) 成 立 .而 
Loghat — Fua — 1) = Log f, (D — fitan + (es — DaFulz) 


= Log fp (t) — ita, 一 f dF a(r) 


F 


一 f (ee 一 1 一 ra DAF ala), 


所 以 我 们 有 
X) {Log Fa ~ (Falt) D) 


_ oh ° Ë —_ T 11 + z 
= Log [J +o fer f [° 1- ra) Haco), 


(2.19) 
其 中 


n= Efa f, ripu w} 


GD= 了 | Oo) 
由 引 理 2.8 知 当 充分 大 时 C,(z) 是 有 界 不 减 左 连续 函数 ,所 以 炭 = (7.,G,) 
是 id.c.f 的 对 数 . 由 (2. 17)、(2. 18) 及 (2. 19) 即 得 eh 一 fa). 由 定理 1.3 
MJO 是 i.d.c.f. 证 毕 . 
Ë 定理 的 结论 可 改 为 ; 对 常数 b >x, 一 名 的 极限 d. f. 族 与 


i,d,d,f, 族 重合 . 

2.3 收 基于 无 六 可 分 分 布 函数 的 条 件 

现在 来 考察 满足 无 穷 小 条 件 的 独立 r.v. AA Xa) 收 伍 于 某 给 定 的 
iddi. 的 充 要 条 件 . 

BHF) 是 i.d.d,f. ,其 对 应 的 c.f. fa) 具有 表示 (1.10). 又 设 独立 
rv. AI Xu) 满足 无 穷 小 条 件 ， 


如 


GORPH EE FO, (2.20) 


#=1 


如 


7, = Dfatf 


i=l 


其 中 as 和 F(x) 由 (2,4) 式 定义 . 


O —ÑF,,(z) (2.21) 
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定理 2.2 S, 依 分 布 收敛 于 FO) 的 充 要 条 件 是 
GiG, Py, (2.22) 
证 ”条件 必要 ”由 定理 2.1 的 证 明知 此 时 
ee > fa. 
因此 各 (1) — Log f G). HII 1.2 得 (2. 22) RE. 
条 件 充分 30.22) 成 立 ,由 引 理 1. 2(D A g. > # = (7,G). 因 为 G。 


G, 


¿ 
>Ë Epua > Co) < o. 
由 引 理 2.9 R (2.19) 式 , 可 以 推 得 对 任 一 上 有 
Log [[ fa — é (2) — 0. 
这 就 得 证 
HEGO 一 es = fa), 


即 和 》)X 的 分 布 函 数 收敛 于 d.f. Fa). 证 毕 ， 

现在 我 们 来 给 出 一 组 收敛 于 i, qd.d.f. F(z) 的 充 要 条 件 . 由 于 它们 是 通过 
Xu 的 分 布 函数 直接 表达 的 ,所 以 更 便于 验证 ， 

定理 2. 3 5, 依 分 布 收敛 于 i.d.d.f. FC) 的 充 要 条 件 是 : 

CA) 在 Glz) 的 任 一 连续 点 + 上 


Dr f L24606), xr<0, 
> -o 


y 


as 2 
Du- raw] f Ho), a>0 
` . 


(B) lim timsup $ [f raa- |f aaFacoj | 


me Ef 


N ， 
= lim limint >; IZG 一 (f aF) } 
=G 0) -G 0); 
OWAE r > 0 E. + r Ga) 的 连续 点 ， 
$ , dG) 
Dft 一 > 十 Wu 一 Í. = 


证 ”我 们 来 证 在 无 穷 小 条 件 下 (4)、(B)、C) 与 (2. 20) 等 价 . 
首先 来 证 条 件 (4)、(B) 等 价 于 条 件 
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! 
(D) G2) = >L 5 — dF) GO. 


由 第 一 章 定理 4. 1 可 推 得 (D) 等 价 于 下 面 两 条 件 : 
(Di) EG 的 连续 点 上 
Sr aof, Uae )， 当 zx 之 0 


rei 
A 


Sa- Fu e»— f LEYACO), 当 z> 0; 
名 


D) lim limint $ [ rE 5 


= lim sinanf | Tadaa) 
=G- G 0). 
AD), DD PWF, D). EKE ,车 记 w = max|am|, 由 引 理 2.2 
可 知 在 无 穷 小 条 件 下 ,对 任 给 的 3 > 0A N, 33 之 六 时 ja < 5. Br 1 
Fala — 0) < F,,(z + au) = F. G) < Fale + à). 
这 样 , 当 (4) 成 立时 
| Draw 于 了 |< Drue +D- Dra 


一 一 dz) 


~ [E Ho. 


让 5840 就 得 (D,). 同样 可 由 CD) 推 得 (4). 
WEREMA) (D) 等 价 于 (4).(B). 设 0<s<r, 引 人 变量 


T, -| (z — an) dFa(r) 
D 


Fl<e 


-5| 


dFutz) — (| adaw] ) 


lale 


# 
U, = | ce — aF, (z) 一 Sf s 
我 们 有 
Tye a| drop 一 Do apo + Dl], za) 
"Z a m e dJe 


= D(f Aao | dao] DAPI 


7 laler 
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- >| 


Elser 


IT. < (a, + a D PAX] > e). 
n 


zdF,.()| 一 Xa PC X, I 2 e), 
Ç 


H(A) 成 立时 ， 
1 >= 1+ x°, 1+ = 
PAX] Z= Í... Era dG) < ~E Clo). 


所 以 了 , — 0. dehh BE 0 < ó < e, BB Z 15 n — co mt 


IU,|= Tl) a -[ Je — ay) dF ult) 
< > (| 十 fene! T aad dF ula) 


<s>] dF,(2) 


le 


一 9e 1+ > 一 
se an F460 =o (G40). 


RERIT, — U, > 0, 即 
>| Faw -5 人 xara) 一 (f iFa) > 0. 
XH 


1 p 
IF a5 | Fao < Df aa =F, 7) 


n 
241 2 z F 
< Sf dF,,(z) < (1 + = Dfa rT pF, 


我 们 得 到 (4)、(B) 与 (4)、(D,) 等 价 .这 也 就 证 明了 (4)、(B) D 等 价 . 
最 后 ,只 需 证 明 在 (A)、(B)( 或 (D)) 下 ,(C) 与 (2. 22) 中 的 7 一 7 等 价 
BREE 


le 


因为 
了 Fe -了 ne 一 >| ra dF) 
+ >|. rz T F.C), 
iB (D) 只 需 证 Sf dF, G) —> 0. 而 
; 


Bi 


nk 


xj (z 一 a,,)dF,,(z) | 
lajer 


Izi<r 
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+ | > [aa 7 faje _ andato) 


< | > auP Xal 2 | 
a 


+ 


sif siae -| sier | ~ addF ut 


Paal<c res 


<= PPIX 24 DP < Xul <rt 
HEHP- < X, <. 
在 无 穷 小 条 件 下 由 引 理 2.2 la, 一 0. 又 由 (4) 知 和 数 》)P{X 2 T) 是 有 界 
的 .由 于 + r Ë G(z) 的 连续 点 ,得 证 上 式 右边 趋 于 0. EH. 
注 证 再 2 RETA REER h) ES, 8, = XXa 一 和 全 


分 布 收 敏 于 F(x) 的 充 要 条 件 是 G, CR” —b—Y. 
同样 ,定理 2. 3 的 结论 可 改 为 :S。 一 b, 依 分 布 收 化 于 下 (x) 的 充 要 条 件 是 
(A).(B) 及 
>] 
最 后 ,利用 i.d.c.f. 的 Lévy 表示 式 (1.13), 可 以 给 出 收 但 于 某 给 定 的 
i.d.d.f. 的 另 一 组 充 要 条 件 . 
定理 2.4 对 满足 无 穷 小 条 件 的 独立 r v. 组 列 {X), 存 在 常数 如 ,使 得 


xzdPucr) 一 -7+| zica- | dew) 


Els ls ar T 


Dx 一 b, 依 分 布 收 合 于 i.d.d.f. F(x) 的 充 要 条 件 是 ， 
O Dreo > Lir), 当 z 扫 0， 
DF DL Ir>0 
Æ La) 的 任 -连续 点 上 成 立 ， 
GD lim limsup 2 m 


= lim liminf 3) I! Faa) — 由 aao) ) 
lla ae 


c mao 


PAu) — [f ro] | 


=ø. 
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§ 3 工 族 和 稳定 分 布 族 


现在 来 考察 独立 I.v. 列 {X,sn 之 1} 的 正则 化 部 分 和 


Es, 一 和 = DX -b a> 0 《3.1) 


的 极限 分 布 族 . 本 节 将 给 出 这 一 极限 分 布 族 的 一 个 具体 刻画 ,特别 对 {X。;n 22 11 
是 i.i.d. 情形 ,我 们 将 给 出 极限 分 布 族 的 c.f. 的 具体 表示 形式 . 

3.1 工 族 

对 于 独立 f.Y. 列 { 忆 和 产 1} 的 正则 化 和 (3. 1) HE X. = X,/a,, BAE 
就 可 看 作 独 立 r.v. 组 列 的 特殊 情形 . 此 时 无 穷 小 条 件 就 是 :对 任 给 的 > 0, 

max P (|X,| Z sa.) — 0. (3.2) 

用 工 族 记 满足 无 穷 小 条 件 (3. 2) 的 独立 r'v. 序列 {X,yn 221) 的 正则 化 和 
(3. 1) 的 极限 分 布 族 ,其 中 {a,), (b) 是 常数 列 , 由 $ 2 知 工 族 大 id. d. 1. 族 的 
子 集 . 

首先 来 看 一 下 正则 化 和 (3. 1) 弱 收 敛 时 ,正则 化 常数 a, 所 具有 的 性 质 . 

引 理 3.1 设 满足 无 穷 小 条 件 (3.2) 的 独立 r.v. 序列 的 正则 化 和 (3. D 
BRAFA E F) WA a — co B. a,+ Za, > 1. 

证 iG X,B ec. l. 为 0), 那么 和 (3.1) 的 cf. 


gD) = eh [naad fe) GEB. 


若 a, 广 2, 那 么 {a,} 有 一 有 界 子 列 , 而 此 子 列 有 一 进一步 的 子 列 e. — a(n' 一 
oo). 记忆 =a,t. 出 无 穷 小 条 件 及 引 理 2.1 可 知 , 对 每 一 Am 人 ti) 二 (w/ar) 一 1， 
因此 得 lw | = 1, Am | 7 | 三 1. 这 与 非 退 化 的 假设 矛盾 ,所 以 必 有 a, 一 
eo. 
由 条 件 (3. 2) 知 X, ,/a,., 一 0CP)， 所 以 和 
LEX, bn 


anti 1 


ERRAT F). WAH F, 记 和 (3,1) 的 d.f. , 即 有 


l SIX, bn zj= Fear + B.) > Fa), 


Aari FZI 


其 中 必 = a, fa,, B, = ans ibnri/an 一 如. 由 第 一 章 定理 4.5(4) 就 知 a 二 
a. fa, — 1, WER. 
现在 来 讨论 工 族 分 布 的 c.f. 的 性 质 . 


& 3 工 族 和 稳定 分 布 族 53 


定理 3,1 c.f,f() 是 工 族 分 布 的 c.f 当 且 仅 当 对 每 一 c， 0 < < 1,# 

E c. f. f. G) 使 得 
fü) = f.G)f(cet). (3.3) 

证 首先 来 证 ,车 (3. 3) 成 立 , 则 对 任 一 ,f(z) A0 ERRA S Oa) = 
0,34 0< t< 2a 8, f G) Z 0. H (3.3) f8 f.G2a) = 0. 但 由 第 一 章 (3.11) 式 
知 

151- |f.GQa)|° < 4(1 — 1/.(a) |°). 

而 另 一 方面 ,由 G) 的 连续 性 可 推 得 当 < 一 1 时 ,f(a) = f(a)fflca) 一 1， 
矛盾 . 

条 件 充分 ”只 需 证 明 存 在 满足 无 穷 小 条 件 (3, 2) 的 独立 r. v. IXan 221), 


使 5, = LOX RUAT EO RKE RPA rv. Xun > 1) H c-i. 


WG) = fazon lk = fA /FR — DO, 
Was. = DX get ælu t) = roa 
= ii 
max |x (2/n) -1| = max lË) _ A 1) JA 1) |: 

由 于 此 时 ft) 无 处 为 0, 在任 一 有 限 区 间 l: | 所 6 中 一 致 连续 ,所 以 对 任 给 的 
> 0,88 N {EH n 2 N 时 成 立 

max |wG/n) — 1| <t, 
由 引 理 2.1 就 得 {X,;n 之 1) 满足 无 穷 小 条 件 (3. 2) ,充分 性 得 证 . 


条 件 必要 ”由 于 退化 分 布 的 c.f.e” 显然 满足 (3. 3), 故 可 设 f(z) 是 非 退 
化 的 , 且 


gQ) = ew [nead — fa), (8.4) 


由 引 理 3.1 知 a 一 0+ wish > 1. RER ES ER cC< D, m, 一 
max ji S< ma < ca.) ,那么 


m,— °, n —m,— c, Aan/a >c 


iB g,G@) = gG) G ,其 中 


g= exp[ — ie, t) T] "| 
=i 


gP = exp (— ilb, — cb, )t)} I» 


注意 到 (O 一 f(z) 及 整数 列 {m,) 的 性 质 , 我 们 有 gE 一 feb. 因此 
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c. f. gG) 也 收敛 于 连续 函数 f.G) — AGODAFCce) .由 第 一 章 定理 4.2 知 六 (0 
为 c.f. 证 毕 . 

注 ”从 条 件 必要 性 的 证 明 可 见 ci f.《z) 是 满足 无 穷 小 条 件 (3.2) 的 独 
立 r.v. 序 列 和 的 极限 ,所 以 f.() 是 i.d. 的 . 

由 于 工分 布 族 是 i,d.d.f. 族 的 子 集 , 所 以 它 的 cf 有 Lévy 表示 


fa == it _ 于 十 “(ee 1 一 了 Be jato). (8.5) 
我 们 也 可 以 通过 Lévy W La) 来 给 出 工 族 c.f. 的 一 个 刻画 . 
定理 3.2 i.d.d.f. F) 属于 工 族 的 充 要 条 件 是 它 对 应 的 Levy 谱 函数 
L(z) 在 (~ ce,0) 及 (0,co) 上 绝对 连续 ,有 左右 导数 且 函 数 L (z) 是 不 增 
WHR L (z) 表示 左 或 右 导数 . 
证 明 从 略 ,读者 可 参看 [13 ,19]. 
从 该 定理 知 ,Poisson 分 布 不 属于 工 族 , 央 为 它 的 谱 函 数 工 (z) E x= 1 处 
不 连续 . 
3.2 ”稳定 分 布 族 
Wiid v IXan > 1) 的 正则 化 和 
Es, 一 如 一 由 DX 一 所， ar 一 co (n= o0) (8.6) 


Ki 


的 极限 分 布 族 为 S. ART EA X /a 1k S n, n l) 满足 无 穷 小 条 件 , 因 
BS 是 工 族 的 子 集 . 

为 刻画 S 族 的 c.f. ,我 们 引入 如 下 的 

定义 3.1 称 d.f. 下 (zx) 或 其 对 应 的 c.f. fa) 是 稳定 的 , 若 对 任 给 w > 0, 
a: 之 0, 存在 a > 0 K b 88 

Flat fla) = e"f lat), (3.7) 
即 对 任 给 a, > 0,as > 0,61,61, 存 在 a 之 0 及 b 使 得 
Faiz + b.) x Flat + b) = Flax + b). 

我 们 有 

定理 3.3 d.f.F(z) 属于 3 的 充 要 条 件 是 下 (x) 是 稳定 的 . 

证 ”条件 充 分 ”对 于 稳定 分 布 z), 记 它 的 c.f, SO. ELi d r v 


IXan 21) EE X. AE d. t. FG). JE S. = Y1X, 0 c.f. 是 "(1). 由 


£= 
于 (3.7) 成 立 , 故 有 a, > 0 58 5, Ë 

[fT = S Cant). 
RHM aS, 一 所 的 c.f 为 f(t), 从 而 得 证 F(z) € S. 
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条 件 必 要 i FG) € 3, 因为 退化 分 布 是 稳定 的 ,所 以 可 说 F (z) 是 非 

退化 的 . 记 XX, 的 c.f. 为 xD 那么 存在 wa > 0 R b, EI 
e [v/a] > fO (3.8) 

由 引 理 3. 1 RU a — co ht a, — oo H a, fa, > 1. B0 <a < endid, 

是 给 定 实数 , 令 
m, = max (jsj Sna; S a,c}. 
JZ 35 n => oo 时 有 
am fa, — ci fca. 


i a, = acin = (a,b, + anbu, + ad, + a,,d,)/a,. 考察 和 数 


a, 


(3.9) 


由 第 一 章 定理 4. 5(B) AAAA NRA pair F er Hdi) 和 下 (esx 十 dz). 
所 以 (3. 9) BSI R rn Ert d) x Flert d). MARAEA. 5A) 
知 右边 的 极限 分 布 必 为 F (az + b) 的 形式 . 这 就 证 得 (zx) 是 稳定 的 . 
进一步 ,我 们 可 以 写 出 稳定 c. f. 的 具体 表示 形式 . 
定理 3.4 id.c,f FO ES 当 且 仅 当 它 的 Levy 谱 函 数 L(z) R e RE 
G) L(z) = 0 sË 
(ii) oz = 0 B 


; s D 
Læ = p M z< 
一 02/x"， 234 z> 0, 
Jerh0 <a < 2, c, Z 0, c, Z 0, 8, + e, > 0. 
定理 3,5 c.f.f() € S 当 且 仅 当 


fw = exp {i 一 erfa +i8 下 ea 


p 8.10 
其 中 cy ay 8 和 7 是 实数 ,c 之 0, a2 SAKLE 


tan e*l 


wlt,a) = 


ZLoglil, a= 1. 


称 (3. 10) 中 的 为 稳定 分 布 的 特征 指数 . c = 0 时 对 应 的 f(t) = e” 是 退 
化 分 布 c.f. ;4 = 2, 8 一 0 时 对 应 的 fi) 二 ex-“ 是 正 态 分 布 c.1. ;4 一 1,8 二 
0 时 对 应 的 f(z) = ex 是 Cauchy 分布 的 c-f ,此 时 对 应 的 密度 函数 
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plz) = 1 c>0; 


B= 0,7 二 0 时 对 应 的 了 (1) = e" 是 对 称 稳定 分 布 的 c.f. 
最 后 我 们 介绍 吸引 域 的 概念 及 其 有 关 结 果 . 令 {X,} Æi drv 列 , 它 的 
d.f. 为 V(x). 车 存在 law) We) a, > 0, 使 得 


l< 
Z, = Za% —b, 


依 分 布 收 合 于 菜 个 d.f.GCz), 则 称 V(z) WRIA Gir). 被 吸引 到 Gtx) 的 
d. 的 全 体 称 为 G(z) 的 吸引 域 , 从 定理 3. 3 知道 ,只 有 稳定 分 布 才 有 吸引 域 ， 
定理 3.6 dEV 属于 正 态 分 布 吸 引 域 的 充 要 条 件 是 


Í dV(z) =o 
Iz|2= 


sÍ Wa) (z —— eo). 


定理 3. 7 d.f.V(z) 属于 特征 指数 “< 2 的 稳定 分 布 的 吸引 域 的 充 机 条 
件 是 
Vea) = (e, ++o(1))|=| “h(|z|) (z—— œ), 
1 — V (z) = (e, + o(1))= h (z) (x 一 十 œ), 
其 中 h(x) 是 缓 变 函 数 ,c1， cs 由 定理 3. 4 确定 ， 
定理 的 证 明 参 见 [13,19]. 


$4 中心 极限 定理 


4.1 独立 r.v. 组 列 的 中 心 极限 定理 

RME $ 2 给 出 了 满足 无 穷 小 条 件 的 独立 r. v. AIHA) 的 和 依 分 布 收 
化 于 一 个 给 定 的 i,d.d.1 的 充 要 条 件 . 这 些 条 件 形式 上 虽 较 复杂 ,但 对 于 正 态 
分 布 . 退 化 分 布 或 Poisson 分 布 ,可 以 导出 许多 简单 有 用 的 结果 . 这 一 节 只 考 
处 极限 分 布 是 正 态 分 布 的 情形 ,并 称 所 得 到 的 极限 定理 为 中 心 极限 定理. 

定理 4.1 B(X k = 1, kan = 1,2,--) 是 独立 r.v. MI iE Xa hy 


d.f 为 Falz). 那 么 (Xm) 满足 无 穷 小 条 件 (2.2) 且 和 5, = Yx. kaqka 
于 正 态 分 布 N) 的 充 要 条 件 是 对 任 给 的 < 0, n — co 时 ， 


DPI Xal SE 0, aD 


> (f dF, (z) 一 E ia =, (4.2) 


E ese 
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如 
>| Faa a (4.3) 


证 ”条件 充分 H 4.1) 推出 无 穷 小 条 件 (2. 2) 是 显然 的 . 注意 到 正 态 
Ati Na.) 的 c.f. 的 Lévy-Khintehine 表示 式 (1.1) 中 的 
0， 当 rz<0， 
d, 33 xD 0. 
此 时 定理 2. 3 的 条 件 均 被 满足 ,所 以 和 S, 依 分 布 收敛 于 正 态 分 布 Nao). 
条 件 必要 ”由 定理 2.3 及 正 态 分 布 c,f. 的 表示 ,此 时 (4.1)、(4. 3) 及 下 
式 成 立 


y=a, co 


lim limsup $ |a. - [Í dP lr)) `) 


eo mo f 


= lim liminf Xy Í Í a dF, G) 一 [| aF) } 
=ø, (4.4) 
为 证 (4. 2) 成 立 ,只 需 证 (4. 4) 式 的 上 ,下 极限 与 e 无 关 . 设 * 是 任 一 给 定 正 数 ， 


对 任 一 9 0 < ó < 我 们 有 
D|f asar. — (| aru) 


z ia 


= Eff aa |f zara] 
+ > [Í aaa 一 [f.r] 


一 2f dF Cz)» [| aF. |. 


而 由 (4. 1) zÑ, 38 n — co 时 我 们 有 


、 ; 
x< || rar 一人 ar 
< EY fad O <<e 忆 PXI>8i0 
和 
> e 
> MEZ | rar |< oP IX, | > ð} 0. 
因此 


apa — (| damucoj | 


T lalea Izl 
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> [faariro 本 (f 
的 上 (下 ) 极限 相等 . 所 以 由 (4. 4) 可 推 得 (4. 2) 成 立 , 证 毕 ， 

注 “定理 4.1 RABTA AREN ASX., 一 5 一 N(0,1) 且 
Xa) 无 穷 小 的 充 要 条 件 是 (4. D 及 对 任意 的 + 之 0 


If rara {| ziru) >n 
r: lajer lajar 


iiy b, = >J 
“Hor” 
定理 4.2” 设 独立 r.v, AA Xa) BM S. = XX, fk fi ik F 


d.f. (x), 那么 它 为 正 态 且 {Xw} 满足 无 穷 小 条 件 (2. 2) 的 充 要 条 件 是 对 任 一 
给 定 的 二 0 


dF @] 】 


a. Eu 十 of1) ,其 中 * 为 任意 正 数 ,而 且 * 任 意 r” 可 改 为 


2l 


XP (IX. | >e} 0. (4.5) 
n 


证 “条件 显然 是 必要 的 . 由 定理 2.4 的 条 件 必 要 性 ,比较 定理 2. 4(i) 与 
(4. 5), 即 得 (x) 的 Lévy 谱 函 数 工 (z) = 0(z # 0). IB jt Fa 是 正 态 分 布 . 
值得 注意 的 是 , > P( [Xl > s) = 0H F P (max | Xul Z) — 0. 事实 

7 


上 , 记 pw = P(iX,,| 袜 司 .等 价 人 性 可 以 从 下 列 两 个 不 等 式 直 接 推出 : 
P|max X, 之 d=1 — P|max|X,,| <) 


=1~ [G — >. 
i 


1 exp| = Dau) <1- TEA o < Dp 

T n n 

4.2 中心 极限 定理 的 经 典 形式 

从 上 面 一 般 的 中 心 极限 定理 ,部 可 写 出 Lindeberg, Bernstein, Feller, 
Lévy 和 Lyapunov 等 关于 独立 r. v. 和 的 经 典 中 心 极限 定理 . 

定理 4.3(Feller) {Xun 之 1) 为 一 列 独立 rT.v. Fa) Æ X, B d.f 


dan} 为 一 列 正 数 , 则 
maxP(|X,| Zaa) 0, Ye>0, {4.6) 


TS 


p| yx, < z] Ba (4.7) 


= 


当 且 仅 当 
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>, au TO 0 Ye> 0, (4.8) 
Kid Izl2u, 
1 < | , 
z> ||. ane 7 [Janr] - 1 (4.9) 
和 
Èf zdF: (e) — 0. (4.10) 


为 了 证 明定 理 4. 3, HEG Xu = Xi/assk 二 1,2,… sn, 然 后 利用 定理 4. 1 
即 可 . 
与 定理 4. 1 相同 ,条 件 (4. 9) 和 (4. 10) 可 以 改 为 :对 每 个 之 0， 


1 ||... mane 一 人 are LOO 1D 


z 
@ = 


isf zadPiz) — 0. (4.12) 


Go G Y rl 
下 列 定理 给 出 了 一 个 中 心 极限 定理 成 立 更 简单 的 充分 条 件 ， 
定理 4.4 设 {X,;n > 1) 是 一 列 独立 r. v. ，{en} 为 一 列 正 数 , 如 果 
ie 
且 (4.8) 满足 ,那么 (4.7) 成 立 . 
定理 4,5(Bernstein-Feller) W(X. 221) 是 独立 r.v. FA), X. W d. i. 
是 F.C). 那么 存在 常数 a > 0 和 4, 使 得 和 
5, 一 如一 15x _ b, 
Koy tk TARHETF S Y N P), HER hR 
maxP {IX > ea) 0, Ye>0, 


成 立 的 充 要 条 件 是 存在 数 , > 0, c. — co B. 


zdP( LY Í. zdF.(x) |— o, 
"k= li a 


>| seo, (4.13) 
1 Ç 下 
zD. eo mn) Pe eA 
当 满足 上 述 性 质 的 数列 {c.} 存在 时 ,可 取 
a= > I... zdF l) 一 [faa arw’), (4.15) 


b. = z >| =dF, (2). (4.16) 


=<, 
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证 “条件 必要 由 引 理 3,1 知 ao 一 coy a, /a,— 1. WME X,, = X,/a,, 
那么 由 定理 4.1, 对 任 给 的 >> 0 我 们 有 


5f dF, <c) -= 0, a17) 
EA l edea, 

15 a -_ dd ) > 
"PMN dF,(z) (| 7 ae) 1. (4. 18) 


我 们 来 证 存在 己 > 0, 使 得 一 0, saa, — co 上 且 (4.17)、(4. 18) PH ERAH e 
时 仍 成 立 . 事实 上 ,我 们 只 需 证 明 : 若 z,(e) 一 z 对 任 给 e 汪 0 成 立 , 则 必 有 ,> 
0, 使 得 6 — 0 H z,(s,) 一 工 又 由 代 换 ye) = |z,G) 一 7|, 不 妨 设 + 二 0 且 
z, (E) 之 0. 为 证 这 一 结论 , 令 z,(s) 一 maxz, (e). 那么 z, (e) + 0(n 一 co). 这 样 
对 每 一 m, 存 在 增加 的 整数 列 na tE a > ns 时 有 

WTM, a gH, 
对 nn < n < n,,, z, = 2'"=, ARE m — co Rf# 


max zale) < z. G) = z, (15) < 2" — 0, 
S<, 


也 即 e -> 0, cy >0 BR, e, = sav 即 得 证 条 件 必 要 . 

条 件 充分 W c, — co 且 满 足 (4,13) 和 54, 14), 令 a,, ba WCA 15) 和 
(4. 16). 则 由 (4. 145 得 c, = ola.). 现在 来 验证 对 于 XX。 = X,/a, EM 4.1 的 
条 件 被 满足 . 首先 ,对 任 给 的 < > 0, 当 ?= 充分 大 时 c, < ean 由 (4. 13), 我 们 有 


了 | hls) < >. dF 
=]. 


azi 


w 
I -45 [fO 一 ||... ze] 
= z 3 f, I< de — [faa zar) | 
z RA lla, . 
+3% >l, a T G) T 1 aaro F) 
_ Zò] PO] yat] 
一 五 十 五 十 五 
其 中 


L< e |. dF,Gz) — 0, 


|= 
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H. 200m AF 0. 
£t >, 


W = 1. 因此 了 一 1. 利 用 定理 4.1 后 的 注 就 得 证 条 件 充分 . 

到 目前 为 止 ,我 们 没有 对 rv. 的 抢 作 任何 限制 ,下 面 给 出 在 某 种 和 矩 存在 
的 条 件 下 的 中 心 极限 定理 . 

定理 4.6(Lindeberg-Feller) Ahat r.v. 序列 {X,} HENA r.v. 服 
从 非 退 化 分 布 ,EX, = a,,VarX, = o, A RR. iE rv X, W d.i 为 F(z)， 


" 1 z 
B, = Do G.G) = e X = ad < 中 
Fen x 


那么 ,使 得 当 z — co 时 
# maxa; 一 0， (4.19) 
G.G) la) C4. 20) 
成 立 的 充 要 条 件 是 Lindeberg 条 件 成 立 : 对 任 给 的 < > 0, 
lv _ 一 
A.G) = PAG a,)dF, (2) — 0. (4.21) 


证 “不 失 一 般 性 可 设 EX, = a, = 0, 
条 件 必要 ”由 (4.19) 可 得 对 任 给 的 s>> 0， 


maxPl |X| 2 e VB.) < zF maxo — 0. 
lee e B, teren 


对 Xu = X,/ VB, 应 用 定理 4.1 的 条 件 必要 性 ,对 任 给 的 e >> 0 有 


zÈ IL... Ea G) T ||... aaro] 1 


由 此 即 可 推 得 
ie 
ZD faa 
这 样 就 有 (4. 21) 成 立 . 
条 件 充分 ”由 于 


s= 


zdFi(z) + (foa pe ° 


dF, (x) +Í z'dF,(z) 


|... = EERON 


ëB, + 5f ` dF G), 
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F maxa < # + A0. 


hn 


故 由 (4. 21) 及 e 的 任意 性 知 (4. 19) 被 满足 ,对 Xm = X,/ VB, 来 验证 定理 4.1 
的 条 件 . 首先 


S P| IXI > e Vb,) < eB) >f D0. 
8 


lalaa B, 


即 (4, 1) 被 满足 , 其 次 不 妨 设 < 1, 记 (4.2) 左边 为 LO RAIM 


ILO = Bols 1 zidF,(z) 


pis 
十 2 


Í Z<. amr] ) 


<3IP| X. >e VB] +0 


r= 


而 由 (4. 21) 
LD= + ZDI. ys raro ||. gano) 


-1740-5 X| |, gto] 一 1 


"k= 


这 就 得 (4. 2) 被 满足 , 从 上 述 证 明 可 知 (4. 3) 对 a = 0 也 成 立 , 由 定理 4. 1 得 条 
件 充 分 . 

注 Xo Xor 中 至 少 有 一 个 非 退化 的 r. v. 意味 着 当 充分 大 时 ,B, > 
0. 另外 (4.19) 表明 B, — co. 

作为 Linderbeg-Feller 定理 的 直接 推论 ,有 

定理 4.7(Lévy) n IX. 是 一 列 iLid.r.v. ,p= EX,, at = VarX, < 


co, 那么 


a! (Xx, — n< z|=5 po. 
me f 


EW 4. 8(Lyapunov) WRX) 是 列 独立 r.v. ,其 中 至 少 有 一 个 r.v. 
服从 非 退 化 分 布 , 设 对 某 > 0, EX. <o, n 21. 


m = EX,, s= VarX., B,= Do, 


F.) = P| ga) — m) <a). 


"sl 


如 果 
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Br DEX — m |? — 0, 


t=1 


d 
那么 F(z) — Pir). 


§ 5 中心 极限 定理 的 收敛 速 度 


5.1 用 特征 函数 的 接近 度 来 估计 分 布 函数 的 差 


(X, > L) RE r. v. 序列 ,EX 二 0 o} = EX? < so, B, = X). 


上 节 中 ,讨论 了 正则 化 和 B SLX, M à. f. F, (O 收 丝 于 标准 正 态 分 布 @(z) 


的 条 件 ,这 一 节 我 们 来 考察 
sup |F,(x) — @(z)| (5.1) 


-ozac 


趋 于 零 的 速度 . 由 于 d. t, 与 c,f, HEME, AR cf 彼此 接近 时 ， 
我 们 期 望 d.1. 也 很 接近 , 下 面 的 Esseen 定理 是 关于 这 方面 最 为 有 用 的 一 个 结 
果 . 

定理 5.1 设 F(z) 和 Gz) 分 别 是 R' 上 的 有 界 不 碱 和 有 界 变 差 函 数 , 且 
F(— œ) =G(— œ). XE 


fOe) = [| ara, gt) = [| ace, 


那么 对 任意 正 数 了 , 当 5 > 去 时 有 


dt 


sup |F) — GG) | <ó 


— << 


『 F) — gte) 
-r t 


+T sup j [lG + y) — GG) lady, 6.2) 
ered ylit 


RPO 是 仅 与 5 有 关 的 正常 数 ,可 取 它 为 方程 
的 根 . 

定理 5.1 的 证 明 从 略 ( 参 见 [191). 

推论 5.1 设 R: 上 函数 王 (z) 是 有 界 不 减 的 , 且 G(z) 是 有 界 变 差 的 可 微 
函数 . 记 导 函数 为 G(x). 假设 fG) 8g) 如 定理 5.1,F( 一 so) = G(— so), 


F æ) = G oo) 且 设 sup1G'(z)1 性 C, 则 对 任意 正 数 了 , 当 5>> 起 时 ,有 
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sep FD) ~ GO < | ,| Fe + 0 Z, G.D 
其 中 7(5) 是 仅 与 5 有 关 的 正常 数 . 
事实 上 ,此 时 (5. 2) 中 右边 第 二 项 不 超过 
#r supf lG + y) — Ga) |dy 
TeiT 


<| Clyldy = YC/T, 
IIET 


HH y(b) = b(c(6))2. 因此 (5.3) 式 成 立 . 

推论 5.1 在 中 心 极限 定理 收敛 速度 的 研究 中 起 着 关键 作用 , 事实 上 我 们 
将 选取 GCz) 为 标准 正 态 d. fal), F(z) 为 r.v. 规范 化 和 的 d. t. 

5.2 Esseen 与 Berry-Esseen 不 等 式 

为 给 出 (5.1) 的 估计 ,需要 下 述 引 理 : 

引 理 5,1 设 {X,;n 221) 是 独立 mw 序列 ,EX, 一 0, 又 记 


= EXi, B= De, L.= BD EXV., 


S. = B23 的 cf. A AOW Ie < GL 时 有 


A0 — ee) < 16L, te ss, (5.4) 
证 TAAA EIX, |? < oo( 二 1,2,…,n). 和 否则,(5.4) 自然 成 立 . 
F +L < lel < gh 时 ,只 需 证 
I, < a, (8.5) 
事实 上 ,此 时 8L, lel? 2 1, 故 由 (5. 5) 式 就 可 推出 
D 一 ee < |f.G)| + e EK e7 < 16L,|#|?e n. 
为 证 (5. 5) RETI w G) 一 Eek 二 1,… n) ,并 设 Y ES X, 独立 


同 分 布 的 r. v. ,那么 总 = X, — Y, 8 c.f, 是 |wG) 2, 93548 8 ONEA 
20} B EIX, < 8E|X,|*. MUA RFR 
[O= 1 +uEK, + S EX + 
其 中 18| 和 1. 由 此 即 得 
BOJI oit + EG epf- ai + $ PEII). 


Gz)’ 


z CD Xg, 


araires lel < 让 时 ,就 有 
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站 t 4 
Aor = Ti <exp|— e + rll 
ibl < 4 
gera, 


得 证 (5. 5) 式 成 立 . 
2 žel <= jel < LU B 34 =, n 
iyin 
< EAD kh 


vB, vB, 2 
HF cf GD. E EIX? < co 时 ,由 Taylor 展开 式 可 推 得 


; 
n= E + 0 S Siz 


akici menisi ++] < 去 但 
Ka , k w) < g EIXE 


2B,) ~ A BY apa tl", 


7 < 2 


所 以 


， 
wama E q or EIXU ys, 


oree 
其 中 19"| < 1 因此 得 
Logf.() =— 5 + oTel, l< L 


Log w 


BER Lle < + 可 推 得 ep |+.) < 2 利用 它 即 有 
AO = eme K emin etti — q 

: 
<el- E + El) 


< Lalele < L, leles. 


引 理 证 毕 . 
定理 5. 2(Esseen 不 等 式 ) ”在 引 理 5. 1 的 条 件 下 , 若 记 
1 < 
—= X, <= 

F(z) = d% 

则 有 
sup [|F,(z) — @*(z)| < A,L,, (5.6) 
一 < 


其 中 A, 是 正 的 常数 . 


66 第 二 章 X30338 488 ES 


证 d.fí. F.C) 和 正 态 分 布 B(x) 显然 满足 推论 5.1 的 条 件 , B. 
supl 罗 (zx)| =1/ VIn. Mb = 1/n,T = UL) B6. D RRIA 5.18 
£ 


_ 
La ' erendi + At, < A.L, 
i 
特别 ,对 独立 局 分 布 情形 ,我 们 有 


定理 5.3(Berry-Esseen 不 等 式 ) 设 {X,yn 之 1) 是 iLid.r.v. 列 ,EX, = 
0, EX = ë > 0, EX, |’ < ss. ig p = EIX |e, WA 


?< @G) |< A, 


sup (5.7) 


-em 


其 中 A; 是 正 的 常数 . 


注 5.1 MG OP NF TE 列 


(Xun 2 1 Rh PIX, = 1) = PIX, =— 1) 二 也 .此 时 EX, = 0, EX: = 


2 . 
Sn 


EIX. F = 1. 4 Stirling 公式 #1 = V 2mnn"e "e° Ç || 所 未 站, 可 以 求 得 当 
为 偶数 时 


Sy oa c |l)". 2. 
{DX =o C| +| = Zü ta, 


这 就 是 说 dF.(z) = |- XS = is = = 0 ER RE 


ZFU 十 o(1)), 即 在 点 x 一 0 KRRP d. t. F.C) 用 连续 函数 逼近 
¿m 


1 L =o e, 
BL EERTE U + oD e 0.398 9 


注 5.2 XPG OAG DAPR A 和 4s 的 估计 , 早 在 1941 年 Berry 
就 证 得 4 < 1.88;Shiganov (1982) "得 到 如 下 的 进一步 结果 :4: 魏 0.765 5， 
A <0.791 5. 

5.3 Esseen 不 等 式 的 推广 

Esseen 不 等 式 是 在 三 阶 矩 存在 的 假设 下 建立 起来 的 ,实际 上 在 更 弱 的 矩 
假设 下 ,Esseen 不 等 式 仍然 成 立 , 


> ShiganovsT. S. , Vsesoyuz, Nauch-Issled, Inst. Sistem. Issled. , Moscow,1982. 
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令 G 是 满足 下 列 两 个 条 件 的 函数 g(x) 的 集合 ; 

《1) 8(z) 是 在 (0,ce) 上 非 负 单调 不 减 的 偶 函 数 ; 

(2) z=/g(z) 在 (0,co) 上 单调 不 减 . 

定理 5.4 WX X... X, 是 独立 r.v. , EX, 一 0, 且 对 某 个 8 € G, 


EXig(X,) < so, j= 12, n. 


= VarX,, B, = De, F,(z) = P| DX < z), 
j=l a jal 
那么 存在 正常 数 A, 


sup |F) — Bz)| < g- BEOS EX (X. (5.8) 
证 “引进 截 尾 r v. 
o |X,| < B, 
Xj= 
0， X; Z B, 
它们 是 有 界 +. v. k X, 的 所 有 阶 矩 存在 有 限 . 记 
m; = EX,, ë = VarX;, 


了 一 12," n. 


B, = Sz, V,(z) = P(X; < x). 
= 
已 知 EX; 一 0, 我 们 有 


oa-r f rv) ||, ae). 


CELM 


<2 avi < 


2 
paa VO < FETS p are 


< ES eX). 69 


WR B, < B,/4, 那 么 B, 一 B, 2 3B,/4 且 由 (5.9) 


8 a 
1< aBa E7 22 EXE (Xp. 
FA =8/3 5.9) RE FERE B, > B,/4, 记 
1 < — 
Z= gx. =A Z= ga DG, — m. 
Bi De 全 
由 于 对 任何 实数 x 
(Z, < z) S (Y, < z) U (|X,| SB U = U (IX,| 2 By, 
QY, < z) € Z, < z) U (|X,| 2 B⁄⁄2) Ú = U (Xl 2 B, 
因此 
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P(Z, < z) < P(Y, < z) 十 Drivl> B), 


a 
PO, < z) < PZ, < z) + > PCIRi| 2 B. 
于 是 


sup|F, (x) ~ P(Y, < z)| < DPOUX,| 2 BI. 
7 j=] 
此 外 ,对 任何 实数 x,p 之 0 和 9， 
[F(x) — $C) | SIF) — PY, < z)| 
+ IPY, + g < pz + q) — Olpe + q)| 
+ | 更 (pr +q) a)l. 


$ p = (B/B sg 一 一 J m B RA PY, + q = Z, B. 


IF,G) ~ POD < T, + T, + Ty, (8.10) 
中 
= PUZ Z Bl), 
= 
“x g ， 
T, = sup | PZ, < pz + q) — l | 到 z — Dm/By] 
= 
va 
Ts = sup Gi (z) z — S]a, z”) -eco 
由 Chebyshev 不 等 式 得 


T <> Rs DEX gX). (5, 11) 
应 用 定理 5.2 + Z,, 
T,< < Elx, 一 元 
由 假设 x/g(x) 在 (0,soe) 上 单调 不 减 , 所 以 
E|X; — m AEX; + m < BEX; 


{xl 8B 
= ef. a EOV < AEX A). 
注意 到 B, > B,/4, 我 们 有 
T, < gga X EXA. (5.12) 


最 后 证 明 
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T, < prar EX (X, ). (5.13) 


为 此 需要 下 列 初等 结果 . 
引 理 5.2 
Cp— D/Q, pl 


sup|@(#z) 一 Bn) | < 
b ” al iya, O<, <1, 


sup|@(= +q) — (z) | < lg as. 对 每 个 9- 
应 用 上 述 引 理 ， 
T,< 去 ( (B/B — 1 + | Sl). 
由 于 g(x) 在 (0,oo) 上 单调 不 减 ， 


lxldVj(z) EX:g(X p). 


1 
< Bg (BY) 


此 外 由 (5. 9) 和 B, > B,/4, 我 们 有 


(B/B) — 1 = (B, — B,)/ (B + BB < Xex gX). 


这 样 (5. 13) 成 立 .证 毕 . 
推论 5.2 WX. X, EMI v EX 一 0, EX H < oo, 0 < Š 
<1,j=1,2,--,n. 那么 存在 正常 数 4， 


sup|F,(x) 一 Br)! < <s $ex, pH, 6.149 


Bn iti > 


定理 5,5 Ü X. X, 是 独立 ,具有 零 均值 和 有 限 方差 的 r.v. ,X; 的 
di HVE) e>, 


TO Sh pat VO, 


L= DAR MESK UACH 
BP Duca 
那么 存在 正常 数 4， 
sup|F, (x) — @(z)| < AACE) + /,(8)). (5.15) 


证 ”定义 g(x) = jej A BV: N) z EG 上 且 由 定理 5.4 知 
sup|F,(z) — @(z)| < A) + 4.(1)). 
Wih in 0 < s< 1,32 A.G) SAE, (1) sç ¿,(e) + Á,Ce) ;如果 
s2>1,B882 1.1) SLE), AD SLE) + ACE). RENE e> 0, A.G) + 
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L) < 2(A,(e) + CE). HEEE. 

注 Lindeberg-Feller qui RR iE SERI I h EE 5. 5 推出 , 以 上 定理 尽管 
对 三 阶 和 矩 的 存在 性 没有 作 要 求 , 但 总 设 方差 存在 . 实际 上 ,我 们 可 以 对 盾 的 存 
在 性 不 作 任何 假设 而 将 Esseen 不 等 式 加 以 推广 (参见 [19]). 

54 ” 非 一 致 估计 

考虑 两 个 df1.F(z) 和 G(T), 记 A(x) = Fir) 一 Gz). 显 然 当 x 一 十 品 
BË z —— eo 时 AG) -> 0. 如 果 FCx) A G) 的 均值 为 0, 方 差 为 1, 则 由 
Chebyshev 不 等 式 

JAOD < =, z 0. 

这 表明 4A(x) = O(z r] — oo), EN IR GC) 是 标准 正 态 q.{. ,我 们 有 
如 下 更 具体 的 结果 . 

353 ”假设 Blr) 是 标准 正 态 df.,p > 0,d.f.F(x) 满足 


人 HEIE) < o0. uo < a= sup |F) — O | Se 那么 对 任何 
x, 


py 
coal og 志 | +A 


1P(z) — w) < sasa (5.16) 
HE e) 是 依赖 于 之 的 正常 数 ， 
x= r |z|’dF (e) 一 f izlaga. 61n 


E Qapi E aE 的 连续 点 ,那么 
f eraros f araw- ea + Í alioa 


> 4a’A + f lzi), 


f ]z=|°4F(z)< À, + 4a’A + j |z|'d@(). 
i>e > 


Jal 
如 果 z 之 a, 则 
POD FDL] laro 


<a taat] lylaecn， 


PD — Oe)< | |yl406. 


Iyl; 


Wta, 
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(x| |F) — $G) | < 2, + 422A +Í aa PO (5.19) 
Mb, H r< a Rt (5.18) 也 成 立 ,从 而 (5.18) 对 |z| 之 a 成立 .另外 , 当 
lzx| 之 a 时 ,(5.18) 显然 成 立 , 这 样 既然 4 之 1, 我 们 对 所 有 x 得 到 


A++ lAa) — @(z)| < 4, + sata + | _ |y|"d@(y). (5.19) 


加 
由 于 (5. 19) 的 右边 是 a 的 连续 函数 ,因此 (5. 19) 对 所 有 a 之 1 都 成 立 . 令 
I,a) = ate |” ye dy, K,= supl, (a). 
不 难看 出 ,天 ,< < 且 


Í |y|Pdeó(y) = mean j ye dy < K,2 n pea. 
Isie 


& a = (2log D. 既然 0 < A< e, IA a 2 1. JA H (S. 19) 得 对 所 有 


x= 


Ja 


a + lr) IE) — Bz)| <ecpafiog ay +å, 
BP e = 20{5 + Kew), 证 毕 . 
特别 , 当 包 一 2 时 有 
引 理 5.4 设 df Fi) wef zidF(x) = 1.31 0 < ALTRA 
HA z, 


>= 


Aal log A 
1 + 
h A = 2(5 + 2e!2z_12p(3/2)) < 16.5. 
将 上 述 引 理应 用 到 独立 r. v. 止 则 化 和 的 d. f. 上 可 以 得 到 
定理 5.6 WX.) 是 一 列 独立 r.v. ,具有 零 均值 和 有 限 方 差 . 记 


IF) — @(z)| < , 《5. 20) 


B, = S1VarX;, F(z) = PCB VN, < >, 
A, = sup|F,(z) — (2) |. 
MRTE mo H n S n, PF 0 < A, < e 12, JR RNA z f n Z n, 
aafiog 4) 
1+ 
定理 5.6 给 出 了 中 心 极限 定理 中 余 项 F(x) — @(z) 的 非 一 致 估计 ， 它 可 
以 下 来 建立 中 心 极限 定理 的 整体 形式 . 


JE) — @(z)| < (5.21) 
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定理 5.7 B(X) 满足 定理 5.6 中 的 条 件 , 如 果 4 一 0 那么 对 每 个 户 > 


, 


1 
2 


最 后 ,作为 定理 5.2 和 5. 3 的 推广 和 改进 ,我 们 可 以 证 明 
定理 5.8 WX X EMY r v , EX = 0, EX | <, 一 1,2， 
eun YE 


a} = VarX,, B, = Xlo, Fpa) = P( BPN, < z), 


F |F (r) — Blz) |rdz — 0. 6.22) 


= = 
b= BO EX,l’, 
= 
那么 对 所 有 r, 

IF,G) — Br | < ALA + fe. (5.23) 
定理 5.9 PW X. X. E iidr v., EX, = 0, VarX, = =: > 0, 

E|X,|' < seo, 那么 对 所 有 =+ 

1 ~ AE|X.|: 

r| x <a] Pr) l . 
| Dx, Vrat e? 


< (5.24) 


asn m 
以 上 定理 的 证 明 可 参见 [19]. 
55 大 偏差 极限 定理 
RIXA E ill d.r.v. 列 ,EX = 0, EX} = e. WS, = Xx, F,(z) = 


P (S,/( Zn )o < z). WER 4.7 8 
sup |F) —-@G)|—0  @— eo). 


— << 


因此 当 |x| 过 < 时 一 致 地 有 
1 — F,(z) F. z) 
T=) > l r) 1. {5. 25) 


现在 我 们 进一步 讨论 当 z fl n 都 很 大 时 (5. 25) 式 成 立 的 条 件 ,也 就 是 给 出 当 
z, — oln co) 时 概率 PS, > mv 与 P{S, <— z, Z n 的 估计 .这 类 
问题 统称 为 大 偏差 概率 理论 

作为 Berry-Esseen 不 等 式 的 直接 结果 ,我 们 有 

定理 5.10 WREX, | 之 oo， 那 么 (5.25) REO < z < (1 一 ey (ogn) 
LRL Rh 0 < <1. 

šE 令 R,Gz) = F,(z) 一 B(x) Berry-Esseen 不 等 式 表明 ,对 所 有 z, 
[R| Ken, EHe = AEX, |’, À 为 绝对 正常 数 . 因此 ,并 注意 到 如 


下 初等 事实 : 
1 一 gr) — — =ef ofh) z>, (5, 26) 
WR b EEKE z Z bA 
这 Ro L L nere n "i, (5.27) 
br oe 时 ,(5.27) 式 的 右边 趋 于 0(n 一 oo). 从 而 
1=F.G) RG) 1 
1 — Plr) 1 — @(z) : 
证 毕 . 


定理 5.10 中 z 的 变化 范围 相当 窜 ,但 高 阶 矩 的 存在 并 不 能 本 质地 扩大 这 
一 范围 , fkr. v. X 满 足 Cramér 条件 ,如 果 存 在 吾 沁 0 使 得 当 |z | < H i, Eee, 
< co, 
定理 5.11 WRT, z = on), E X, WE Cramér 条 件 ,那么 


Y= gG = =e = Ab d] 6-29 


3 


Bae AA e> 


其 中 2) 二 Sar, c 仅 依 赖 于 的 半 不 变量 . 该 级 数 对 充分 小 的 el k, 
并 称 之 为 Cramér 级 数 . 


习 题 


1. 下 列 分 布 是 id 的 吗 ?为 什么 ? 
GPE =k) = (l qay tt, 0 天 一 0 2 
(Vp = PE=0= +a) e, > 0, 1> 0, 


aà | GQ +e: (1 + @ — 1) 
1 + al kI 


GD BERRIO = iay 

2. R fE c.f. ,着 存在 一 列 趋 于 无 穷 的 正 整数 列 m} Ref Iia) 使 得 
= (RA f Eid 8. 

4. 试 举例 说 明 一 个 1 d. o. f. SRK ei WERN BEPUh 8 c.f. 
不 必 都 是 1 d M. 


PCE= 已 =| Pok = 1.2, 
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(提示 : 考察 如 下 mrv. 的 cf P(X = 1) = pA — p)/G + p), 
PX =k) =Q- p+ A t pk 0,12, ERO p < 1. E 
明 它 不 是 i.d. 的 ,而 Lf R d. 09.) 

A. WRIX, n 1) Æiid rv. 别 ,XX ñ) d. f. 为 G(x); 又 设 Y 是 参数 为 4 


的 Poisson r. v. , Y 581X,) 独立 . 试 计算 Xi 的 cf , 它 是 上 d. 的 吗 ?| 提示 : 


BR e. f. 38 exp | a| e= — dew.) 

5. WR FF i.d.c. f. 的 Lévy-Khintchine 及 Kolmogorov 表示 式 ; 

G) T AW c.f. fG) = (1 — #/BD a> 0, > 0; 

Gi) Cauchy 分 布 的 cf SO) 一 eg 0; 

Gü) 负 二 项 分 布 的 c.f 

fO = (pU — (1 — pe]! 0 < p < 1, r 是正 整 数 ; 

(iv) Laplace 分 布 的 cf f) 一 (1 + 2) ?, 

6. RESO = 《1 一 如 /(1 一 bey, 0 < 6 < 1, i. d.c. 1. GER: A 
Levy-Khintchine 表示 式 . ) 

7'. Ë X,,X, 是 具有 idcf 的 独立 rv， 若 Xi + X, 服从 正 态 分 布 
(Poisson 分 布 ) ,那么 X, A X, 也 服从 正 态 分 布 (Poisson 分 布 ). 

8. 设 {Xu 1S Sko nl) RAE v 组 列 , 试 证 


+ 


Pimax |Xw| 六 sj 0 等 价 于 DPX Seo 


如 
0. UX a) 是 独立 r.v 组 列 ,证 明 : SIX, >Y 且 {Xi 是 无 穷 小 的 充 要 
k=i 
条 件 是 对 每 一 。 >> 0 有 


GD 


a= lz 


dF,,Cr) — 0; 


如 
Gi) 5f dP) — 7; 


Elce 


cii) Sij 


1 zl<e 


dF, a) 一 (f Faw) |= o 


10. 设 {Xa} 是 具有 有 限 方差 的 独立 rv. AA, DEXa 一 EX, = 1, 


i= 


(Xu — EX.) 是 无 穷 小 的 ,那么 D Xa — EX.) 依 分 布 收敛 于 标准 正 态 变量 


A 
的 充 要 条 件 是 > (Xu 一 EX a) > 1. 


11. 试 给 出 独立 且 无 穷 小 的 r.v. 组 列 {X) 的 和 >x, 的 极限 分 布 为 


Poisson 分 布 的 充 要 条 件 . 

12. $ (Xun 22 1) EMI rv. P|, da) 是 正 数列 , 若 5,/a, IR iat 
某 非 退化 分 布 , 试 证 a, 收敛 于 一 个 有 限 值 或 者 “差不多 ”单调 地 发 散 于 
十 oo( 即 存在 单调 增加 的 向 于 十 co 的 数列 b 使 得 6 2 ans b. fa, — 1). 

13, 试 证 工 类 中 非 退 化 的 i.d.d.1. 是 绝对 连续 的 . 

14, 如 果 稳 定 d.f. F(zx) 的 特征 指数 a < 2, 试 证 对 任何 p< 之 a， 


|z ldF Cr) < co. 


18.8 4, £ VG) 属于 特征 指数 "< 2 的 稳定 分 布 的 吸引 域 , 试 证 对 任何 记 
< zara < =. 
16.3R1E: 5 n — eo Bf 
二 
(提示 :利用 中 心 极限 定理 . ) 
17. 设 独立 mv 有 AARE e> L 
1 


P(X, =n) = P(X, =— n) = z PAX, =0 = 1 — BD 
试 证 当 且 仪 当 a < 3/2 时 ,Lindeberg 条 件 被 满足 . 


k. 
18. WiXa) 是 独立 I.v. I EX. — 0, EX = a < co, = 21 — 
£, 
ee. E S, = D Xuw. 若 对 任 给 的 es > 0, 
8 


, 
DEXA Xal > b.) = oH), 


W S./b,— > N(0,1). 
19. 设 {Y,;n 之 1) 是 方差 为 1 的 iidrv' B|, (on 211 是 非 零 常数 列 ， 


k= Xa co, # o, = 0(6,) H EY, = 0 那么 加 权 让 Li dr v. P| a,Y, n Z 


1} AP EB Mz- 1 Vay, NGO, DD. 


5 £ 


20. 设 {X.}) 是 独立 rv. P|. P (X, = 2") = P{X, =— 2") = 2 et”, 


76 第 二 章 无 穷 可 分 分 布 与 普 适 极 限定 再 


PIX, = 1) = PIX, =— 1) = +( 一 27"). 证 明 (X,) 不 满足 Lindeberg 条 


忻 , 但 服从 中 心 极限 定理 
21. 设 (Xn > 1) E iidr v 列 ,存在 常数 A 和 B, 使 


Le 
Z. = g 2 X, = A, 
f 分布 收 伍 于 指数 为 n(0 < z < 2) 的 稳定 分 布 . 试 证 B, 必 有 形式 B, = 


MALD JEP LO 是 缓 变 函 数 ([0,ce] 上 的 正 值 函数 Z(z) 称 为 缓 变 的 ,车 
对 一 切 c 之 0， limL(ez)/L(z) = 1). 


22. 定义 在 [0,ce)》 上 的 正 值 函 数 !(z) 说 是 具有 指数 4 正则 变化 的 , 若 对 
—H c > 0, limi(cr)AHCz) = e°, WHE: 


G) L(z) = Lz)/x' 是 缓 变 函数 ; 
GD limf Landa = e; 
aiD lim | Leey Lay = [ lm[LGaz)/LG)Jde = 1; 

Hao ,Ln 
Gv) # LG) 在 任 一 有 限 区 间 上 可 积 , 那 么 它 有 表示 : 

Læ) = bz)exp{ | Cat /uJdu), 
B 
其 中 mbkz) = b # 0, lima(z) = 1, B > 0. 


23. 设 函数 L(x) 有 22Gv) 中 表示 , 试 证 此 时 有 
G) 对 任何 < > 0, limL(z +c) /LG) = l; 


Gi) yw ó > 0 # 
limz!L(z) = ee lima” 2L(z) = 0; 


Gü) lim sup EOLO = 1. 


kre A< <t 


24, 设 F(z) 和 G(z) 是 取 整 数值 r.v. 的 d.f. ,其 相应 的 c.f 分 别 为 了 Ge) 
和 gG) KE 


sira- GG)| < +| [HONEA 


25. 设 XoXo X, 是 独立 r.v. ,均值 为 0, 方 差 有 限 . 记 VO = PA, 
< z), aš = VarX;, B} = Da 


F,G) = P [5 Sx <=). AG = IF — D, 


"A 
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STOETEN] zAV (æ) + sup 2 frol) 
h 2 B 22] uoe 


iss <a, £ 


26. 设 {X,} Æ iidr. v. p|. EX, = 0, VarX, = 1. iË 


F,G) = r |== >x, <=), A, = sup |F,(z) — @(z)|. 


Vn 
REAM D aA, 收敛 当 且 仅 当 EXHlog(1 + IX, < oo. 又 对 0 之 6 之 1， 


Xa tata, Ied SS4fr p EIX, H < co. 
各 
27. BHX.) 是 ii.d.r.v. 列 ,EX) = 0, EX} = 1,8 
= |. dR) 一 (fa. dF(z)] 


其 中 F(x) H X, WdE 试 证 


z 


X h sup 


"=i 


z| 1 Pa <a] ea 
o, 


<, 


ni 


28. 设 {X,) 是 独立 rv. AEX, = 0, EX: = oè, B: — 六 ai RRO < 
SLI, EXU? 之 ow 那么 对 任意 x 有 
1 < " A ` zra 
aE <a- re me 
29. E: EBA RERA A z > 0 有 
L |l herege 1 Poa < l ern 
|z 5) <|: “SIF 


进一步 还 有 如 下 的 下 限 : 
1 z i 


2 [eas 
Tt “<=: dz. 
30. 关于 UU 统计 量 的 中 心 极限 定理 : 设 {X,;n 221) Æl id r ve 列 ,YT 
zu) JÉ m 元 对 称 函 数 .车 Ep (X... X.) < co H ERX, s Xm) 一 0, 试 证 


STU, = 0 No,o)， 
m) 
其 中 U, = | | 六 
n me ™ 
X,)|X 1) — P). (提示 : 记 hCz) = EAX os Xa) |X, = z) 一 98, 对 


Y, = mat DAX) 
名 


应 用 中 心 极限 定理 ,并 验证 U, 一 V, 一 > 0. 
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本 章 讨论 r,v, 序列 和 的 依 概率 收敛 性 和 a. s. 收 全 性 .作为 独立 r.v. 组 列 
的 组 内 和 的 分 布 弱 收 敛 于 无 穷 可 分 分 布 的 特例 ,在 $ 1 中 给 出 独立 r.v. 组 列 
服从 大 数 定律 的 若干 类 充 要 条 件 . 作为 这 些 结果 的 特殊 情形 ,可 得 到 独立 
rv. 序列 服从 弱 大 数 定 律 的 几 组 充 要 条 件 . 在 $2 中, 引 人 三 个 概率 论 极限 理 
论 中 的 重要 工具 :Kolmogorov 不 等 式 ,Lévy 不 等 式 和 Borel-Cantelli 引 理 ; 讨 
W r. v. 的 级 数 a.s. 收敛 的 条 件 ,证 明 独 立 r. v- 序列 和 的 a.s. 1& kE K 
概率 收 合 性 和 依 分 布 收敛 性 之 间 是 等 价 的 . 在 S3 dh, 给 出 著名 的 
Kolmogorov 强大 数 定 律 及 其 推广 ,Marcinkiewicz 强大 数 定律 ,若干 独立 但 不 
必 同 分 布 的 r.v. 序列 的 强大 数 定律 也 在 此 节 讨 论 . $4 介绍 独立 +.v. 序列 完 
全 收敛 性 的 等 价 条 件 . 8 5 讨论 重 对 数 律 , 它 是 强大 数 定律 的 精确 化 ,该 节 只 
给 出 两 个 经 典 的 定理 ,进一步 的 结果 可 参看 第 五 章 . 
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定义 1.1 Krv AA (Xak = l,esk,n= 1,22, BA SS AK S EE, 
如 果 存 在 常数 列 {8,} ,使 得 
S, Xu -e 0. | aD 


换言之 , {Xm} 服从 弱 大 数 定律 , 当 且 仅 当 存在 常数 列 {6,} ,使 得 > X. 一 入 的 
分 布 弱 收 和 敛 于 退化 分 布 
fo Bro, 


Do =i, # r> 0. 
首先 我 们 指出 836 (Xah 服从 弱 大 数 定律 ,那么 其 中 的 常数 入 可 以 取 作 


m| > Xu] 十 o() .事实 上 ,对 任 给 的 s>> 0 和 所 有 充分 大 的 mn， 


P| EX8 <e> 


由 中 位 数 的 性 质 可 知 ,这 时 成 立 着 |m( >x.) =b, |< e. 
作为 第 二 章 中 给 出 的 独立 +.v. 200 a R 80 4y 4 B kit 035 T 
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分 布 的 特例 (也 可 作为 向 退化 正 态 分 布 收敛 的 特例 ), 可 以 得 到 {Xw} RAS 
大 数 定律 的 条 件 - 

定理 1.1 独立 r.v. AIX 服从 弱 大 数 定律 的 充 要 条 件 是 对 任 给 的 
s> 0, 


DP{ Xu —m.|2 e) + 0, (1.2) 
n 
DVar{ (Xu — mI Ra — m, |< 1) )—= 0, 《1.3) 


其 中 mw R: r. v. Xa 的 中 位 数 . 

证 ”由 第 二 章 的 定理 2.4, 我 们 只 需 证 明 ; 若 {X,,} 服从 弱 大 数 定律 ,那么 
{Xm 一 mm} 满足 无 穷 小 条 件 . 以 f, E X,, BJ c. t. ,注意 到 分 布 D(x) 的 c.f. 全 
等 于 1, 此 时 对 每 一 +， 

e IL/ >1. 


所 以 开 1 Aco1 ”1, 进 而 min | f, G) |° — 1. 88k | /917 可 以 看 作 两 个 独立 
同 分 布 的 r.v- Xm 和 Y, 的 差 的 c.f. ,因此 对 每 一 > 0, 


maxP(|X, — Y, |Z 6} 0. (1.4) 
但 是 有 
PX, — Y, DES P (X, — m, 2: e, Yu — m, < 0) 
> +P (X, — ma De) 
类 似 地 


PIX. — Ya $- s) TP IX, — ma <— s). 


由 《1.4)，, 对 大 一 致 地 有 
P I|X, —m.|2:e)< 2P1|X, — Y, |2 e) 0, 
这 就 是 说 ,{Xw 一 ma) 满足 无 穷 小 条 件 , 证 毕 ， 
推论 1.1 独立 r.v. 组 列 {X。)} 服从 弱 大 数 定律 的 充 要 条 件 是 
DPI IXa = mal 21) 0, (1.5) 


DEXa — mI Xa — mal < 1) — 0, (1.6) 
7 


这 时 可 取 (1.1) 中 的 
b, = X) {ma HEX a — MAXa — mal < ry) ) + oll), (1.7) 


其 中 + 是 任意 正 数 ， 
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证 ”条件 必要 ”出 定理 1.1, 条 件 (1.2) 和 (1. 3) 满足 .这 时 (1. 5) 显然 
成 立 . 我 们 来 证 明 (1. O 式 也 成 立 . 

É Yu = Xa 一 mms 以 4 记 区 间 ( 一 1,0) 和 (0,1) 之 一 ,在 其 上 
EiY,TeY, € 4)} 取 较 大 的 绝对 值 (4 可 以 依 束 于 nx 和), 我们 有 
(下 (了 ra | < 1) < D EYA Ya € A)) 2 

Ç 


n 


< DJE {Ya Yu € AY EE, € A) 
ç 

< XElY,1GY,| < EP Y, € Ab 
n 


SFPDEYANYs < DY: 


< P ELT A (|Y, | < 1 — [EYY al < 12). 
由 (1.3) 即 可 推 得 (1 6). 
条 件 充分 ”假设 (1.5) 和 (1. 6) 满足 ,这 时 (1. 3) 显然 成 立 . 如 果 e 之 1， 
显然 (1. 2) 也 成 立 . 如 果 0 < e < 1, A G1.5) 和 (1. 6) 可 得 
PIP(IY,I 2 1= DPle Yul < D XIPIIY, | > 1) 


1 " _ 
Sg ZE EI <+ DP (Yu) >10. 


至 于 妈 的 取 法 ,可 以 从 第 二 章 定理 2. 3 的 注 看 出 . 
由 推论 1. 1, 我 们 还 可 以 将 弱 大 数 定律 的 充 要 条 件 改写 成 另 一 形式 . 
推论 1.2 独立 r.v. 组 列 服从 弱 大 数 定律 的 充 要 条 件 是 


Kanma) 
DE 


证 ”推论 的 结论 可 由 推论 1.1 及 下 列 一 般 的 不 等 式 得 到 : 设 义 是 r.v.， 
kaya = XI(|X| <4), 


十 ipi {IXI Zb} E 


x 


EZ? 
gips E+ PIX > 外 


a 


IQX| Z 6) 


x 
rrp E px <o) ea 


< ġEIXIUXI <b))+ EIUX| 2 5) 


xz 


= EZ + P(|X| >b). 
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Ex FEP ZEElX'IQX| <b))+ HEX 2 D 


= EZ + traxi >b). 
推论 1.3 独立 rv 组 列 {Xw} 满足 无 穷 小 条 件 且 
ix, 0 
HERRERAN e> 0 PEI r> 0 
Dri [Xal >e} 0, (1.8) 
ZEI Kal | Xl <D) o, 0.9 
PVar {Xl Xal <D)}>0. (1.10) 
我 们 可 把 “对 任 给 e>0 和 某 个 > 0" RIE RHE LA H e > 0 RHE HI r> 0”. 
证 “这 时 我 们 总 有 max mw — 0. 为 证 骨 我 们 的 结论 ,只 需 比 较 本 推论 与 
定理 1.1 和 推论 1.1. 对 于 推论 1. 1 的 (1 6),(1. 7) 中 出 现 的 示 性 函数 与 本 推 
论 (1.9) 和 (1. 10) 中 出 现 的 示 性 函数 之 间 的 关系 ,可 以 完全 类 似 于 第 二 章 的 
定理 全 1 注 中 的 讨论 得 出 ,从 略 . 此 外 ,从 条 件 (1. 8) B 8 ml XXu) 0 和 
Dm > 0. 
| 现在 我 们 来 考察 1.v. 序列 {Xsn 2 11. 


定义 1.2 称 r.v. 序列 {Y,;n > 1} 是 弱 稳 定 的 ,如 果 存 在 常数 序列 (a,} 
和 {6,} ,0 <a, $ oo, 使 得 


ly — eo. anD 
a, 
ERL #kr.v. 序列 {Xuin >I 服从 弱 大 数 定律 ,如 果 {3,) 是 弱 稳 定 
mm s. = Y X, 


着 记 X = 22. B| ABIX aa buona 二 1,2,…) ,作为 上 面 给 出 的 


各 类 +r.v. 组 列 的 弱 大 数 定律 的 特例 ,我 们 可 以 得 到 一 系列 rz. ", 序列 的 弱 大 数 
定律 . 记 m, = mX,, WA mX,, = m,/a,. 

推论 1, 2 的 特例 是 

推论 1.4 Marv FIX) 服从 弱 大 数 定律 的 充 要 条 件 是 
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9 (X, 一 m? 
DE ZT G — mp: 5 (1.12 


这 时 
b, = L 21 (m, + EL (X, — mO1C|X, — m| < za))) + 001), 


a am 


其 中 是 任意 的 正常 数 ， 
相应 于 推论 1. 3 ,我 们 有 下 述 结果 . 
推论 1.5 对 独立 r.v. EFX FERRA a) ,0 < a, too, 


K P 
45x0 a.13) 
= 
的 充 要 条 件 是 
DPU Sa) 0, (1.14) 
ED Var{XAICX <a))—o, (1.15) 
在 
LXE(X.r(X,| <a) ) 0. (1.16) 


a z1 


Ë Re = EDERA <2))+ oD, MC 14015) 


可 以 推 得 3)X, — b. 0, 
证 ”条件 充分 ”由 (1.15), 对 任 给 的 8 > 0, 
P(E Sar <a — L Y8txuC1xa <ao1|> 1 
An = Go = 


| < 
< Ra Var [XA(|X,| < a) 0, 
因此 
， 。 P 
LEXXI <a — DEIO] <a] 0. 
由 (1,16) 得 
1 x P 
—2,X.1(|X,| < a) — 0. (1.17) 
An = 
此 外 ,由 (1.14》 有 
1 < n 
P|L SIUR] >a) >e) DPIX >a) = 0, 


"a r= 


因此 
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LIXIIX >a) 0. a. 18) 


an = 


结合 (1.17) 和 (1. 18) ,得 证 (1. 13). 
条 件 必 要 ”由 推论 1.3, 我 们 只 须 证明 尺 ws = Xia, 满足 无 穷 小 条 件 就 够 
+. 
记 3.= XX, MERER. MO. 13), FEN = N(e,9), 4 n> 
£ 
N B, 


p| < >i a 
a, -1 
对 一 切 上 < 之 和 N, 存 在 N' = N' (e,0) ,#Ëi8B n > N' 时 

pl <e>- a (1.19) 
WHn 学 入 时 ,对 任意 的 nn 之 站， 

p| Bal ze) p < e) 
= S, _ Sa .ai 
= p| i a< z 
[Sal Sea 
>7| FA < e, "YE <e) 


利用 事实 
P(A B) > P(A) + P(B) 一 1， 

其 中 4 和 召 是 任意 事件 ,我 们 得 

ef 


<2|>1— 29. (20) 


结合 (1,19) 和 (1, 20) 得 证 无 穷 小 条 件 被 满足 ,证 毕 . 
推论 1.6 如 果 {X,) 是 i.i.d.r.v. 序列 ,那么 存在 常数 序列 { 夕 } 使 


1 9x -bh 0 (1.21) 
的 充 要 条 件 是 
nPX 六 四 一 0， (1.22) 
WEET b, = EXX | < n)) + o(1). 838, hn 8 BHI 3 tF 
E(XII(X | <a) 0, (1.23) 


(1.21) 中 的 到 可 以 取 作 0. 
证 条 件 充分 WH) =P{|X,| >z). BG: 22) Wim =H(z)=0. 
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i X, ñ$ d. f, p FC) MI 
1 |= lf 
L| sara- 1 f> dH G) 


7 
=- How + 2 afdz =00), 
n n Jo 
由 此 即 得 对 a, = n, (1.15) 成 立 . 由 推论 1.5 的 注 得 证 (1. 2D 成 立 ， 
条 件 必要 BAN Xu = LX 的 中 位 数 mw = 二 mi 关于 As — But 
成 立 mw > 0, 因此 存在 正 整数 N, 4 n > N 时 
nP(|X,| 2 n)= DPU 21) 


Er 


< YP [IXu — mal >F) 
£ 
由 (1.21), 应 用 定理 1.1 可 知 上 式 右 端的 极限 为 0, 这 就 是 说 条 件 (1, 22) 被 满 
足 .从 这 一 条 件 出 发 ,不 难看 到 ,应 取 45 = EXI | <n)) + o(1). 证 毕 . 
由 这 一 推论 ,并 注意 到 
aPOX >) S E(IX T X, >m}, 
又 可 得 
推论 L.7 MEX) RO i drv 序列 , 且 FX, 存在 , 则 
l Sy, EX. a29 


n k=l 


定理 1.2 BHX) 是 ji drv. FAX, Kef 8 f Ga) ,那么 对 a 之 1/2 
下 列 命 题 等 价 : 


G) 存在 如 ,使 得 

ič P 

天 总 六 一 名 一 0 (1.25) 
Gi) |log| GD] | # £ = 9 处 可 微 ; 
Gü) lim sP (|X,| > z) = 0. (1.26) 


证 “与 推论 1.6 一 样 可 证 当 w > 1/2 时 (i) 与 4 这) 等 价 . 显然 (ii) 成 立 当 
且 仅 当 ORR AO GD 成 立 .而 (iD 成 立 当 且 仅 当 对 应 于 相应 的 对 称 
rv G) 成 立 .事实 上 ,利用 不 等 式 


PX— mX) >< PIX -YI e 
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Mh XY 是 独立 同 分 布 r v. , a 是 任 给 实数 . 如 记 S, 的 对 称 化 = v. X3, 
有 
Lels 5 >< P||Ë|> < || -sl 2). 


n 


因此 可 设 X, 是 对 称 的 ,f(t) 是 实 的 .此 时 可 取 忆 = 0. 
容易 知道 5,/w* -二 > 0 当 且 仅 当 对 任 一 + 
CE 
后 者 等 价 于 


b|) /到 ~0 G 0); 


而 它 又 等 价 于 logra) |° # z 一 0 处 可 微 ,这 后 一 等 价 性 利用 了 在 有 界 区 间 中 
上 述 收 全 是 一 致 地 成 立 的 . 
特别 地 ,我 们 可 以 写 出 
推论 1.8 iidr v. 序列 {X,} 服从 大 数 定律 : 
1 < P 
x 2228 — b, — 0 


的 充 要 条 件 是 对 X, 的 cf. 了 C4), 在 t= oik |fG)| 是 可 微 的 . 


F 


$ 2 ”独立 随机 变量 和 的 收敛 性 


2.1 ”独立 r.v, 和 的 a.s, 收敛 的 条 件 

本 自 讨 论 独 立 r.v. Mas. 收敛 的 条 件 , 为 此 先 证 明 一 个 概率 论 中 的 重要 
不 等 式 . 

引 理 2. 1C(Kolmogorov RER) WIX0 13k SC n) kia r.v., EX, 


f 
= 0, EX} < co, ES = DX, 那么 对 任 给 的 <> 0, 


~ -lu 
P| max |S, =e) <a DEX. (2.1) 
如 果 进 一 步 假 设 |X,| < S< so 0 <<), 又 有 


Pl maxls,! >e) 21— G + e DEX eD 


=] 


证 ”记事 件 A, = Q, A, = ( max |S,| < e h k — lenn, B = 
1<} 
(S| >e), B= An ASi SLeK Slade) k= 
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2,… NIB B, € oX X) ,所 以 S13, 5 S, — S, 独立 ,由 此 我 们 有 
ES», = ESIa, + E(S, 一 Sn 
> ESil,, > PB). (2.3) 
注意 到 A = Ü B, 由 上 式 即 得 
EST > EPUA). 
故 
SEX = ES} > ESH g > e P (A). 


= 


从 而 得 证 (2. 1). 
对 于 (2.2), 当 < 一 eo 时 显然 成 立 , 故 可 设 c < oo, 因为 在 B, 上 ,15,| < 
[Sil + [|X| <: +c AG.3) 中 的 第 一 个 等 式 ， 


ESI = DES, + DES, — SYI 
< G +c: Èra + > > EX:P(B,) 
£t St. 
<[& +c + 六 Ex]Paa9， Q. D 
z: 
另 一 方面 又 有 
ES? g= ES} 一 ESU, > Dex — #P(A) 


= JEX} — è + eP(A:), (2.5) 
= 
结合 (2.4) 和 (2. 5) ,得 证 
NEX e 
P(AY > > i z1 EO 
+o 十 JEX — Ë De 


= 


下 列 引 理 在 讨论 +.v. 序列 的 a. s、 收 伍 性 时 具有 特殊 的 重要 性 ,是 经 党 被 
引用 的 . 我 们 先 引 人 一 些 记 号 ,事件 序 州 {4,) 的 上 极限 imsup A, 和 下 极限 


liminf A, 分 别 定义 作 


limsup A, = =- Uh, liminf A, = Ü ÑA. 


pees nea nZ =n 


因此 limsup A, 是 属于 无 穷 多 个 A, 的 点 的 集合 ,我 们 常 把 它 记 作 {4,,i.0. }; 
liminf A, 是 除去 {4,} 中 有 限 多 个 外 ,属于 其 余 所 有 的 A 的 点 的 集合 . 显然 
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liminf A, C limsup A.. 如 果 这 两 个 集合 相等 ,我 们 把 它们 记 作 lim A. 并 称 它 
是 集合 序列 {4,} 的 极限 . 
引 理 2. 2(Borel-Cantelli 引 理 ) 


O EDP) < eo N P(A,.L.o.) = 0. 


GD ÆA REME DPA) = co, 则 已 (4io.) = 1. 


= 


证 (D0<P(Aio.} =P ÜA.) 


azlin 


<P[ ÜA) < Drane >o). 


和 


GD 如 果 {4,) 独立 , 则 对 任意 的 正 整数 < N, 
1 rlia] = fira 


x 
=exp{— JPD} 0 (N= so). 


i 


因此 对 每 一 #,P( 册 A) = 1.8 


P (A,.i.o. Y= 1. 
证 毕 ， 
我 们 称 独 立 T.v, MARYX 是 a.s. KARPATY 的 和 S. 一 


Xx, as KA 先 来 给 出 级 数 a. s' 收敛 的 一 个 充分 条 件 . 
定理 2.1 设 {X.} 是 均值 为 零 的 独立 rv 序列 ,满足 


SEX: < co, (2.6) 
那么 级 数 Y1X, a.s. WA. 
E RS = Xe ANAHERA C > 0, HER m > n -oo 时 ， 


P(IS, — S.| > s)< L D) EXI — 0. 
<=, 
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因此 {5,) 是 依 概 率 基本 序列 , 故 存在 r.v. 5, 使 得 5,- 人 -5( 见 第 一 章 注 5. 3)， 
进而 存在 子 序列 {S。} ,使 

So >S a.s. (2.7) 
X i Kolmogorov 不 等 式 


BP{ max |S, —S,| >e) 
= 


Sm 


w t 


<> > EX} = DE < e, 


ETI jaat 
因此 由 Borel-Cantelli 313, 2 £ — co 时 
max |S; — S [>00 a.s. (2.8) 
mmy 


结合 (2.7) 和 (2. 8) 即 得 
S, — S a.s. 
注 ”本 定理 的 证 明 方 法 很 有 用 , 常 称 此 方法 为 子 序列 方法 . 
下 列 定理 是 关于 一 臻 有 界 的 r.v. 和 的 a.s. 收敛 性 的 . 
定理 2.2 B(X.) 是 独立 tr.v. 序列 ,对 一 切 n, |X,| < c < co a.s. 


G) 车 六 和 as 收敛 , 则 SEX, MY Verx, Bt 


GD Æ EX, = 0 0 > 1) B Y]EXI = so M XX, a.s. RR 


x= 


证 WEG). 若 对 一 切 a， |X,| << eo, EX, = 0, ADEX = co, 
则 由 引 理 2.1 的 (2. 2 式 ， 
P| max |X, 十 … + X, ,| Z: e} 
Te 
_ (+ ey: 
= 
> EX; 
Erre 


之 1 = 1 (m — eo). 


故 对 任意 的 正 整数 n, 
P{sup1X + = + Xul Se} = 1, 
>l 


AED Xas. 发 散 . 

TEO. HEr v. EIX E X, X. n = 1.2. WERT B X. 5 
X 有 相同 分 布 . 记 x, = X, 一 X, MX 是 独立 r.v. 序列 , 1X"| < 2c， 
EX,” = 0, VarX,” = 2VarX,. 
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EDX es KIHAYA, ba, s. 收入 Ak SX." a. s. Week. 由 已 证 


的 GD, 必 及 Varx, < o0, Šo Varz, <c, 由 定理 ?.1, 2) (X, — EX.) 
a.s. 收敛 ,从 而 SEX, 收敛 ,证 毕 ， 

SERM rv. X, E X = XIXI < O. 

定理 2. 3( 三 级 数 定理 ) WX.) 是 独立 r.v. 序列 ,那么 使 得 级 数 SIX, 
a.s. KAMBER e € (0,co) T 

G) Sraz > c) < co; 


Gi) D EXE, 
dii) S1VarX: < oo. 
充分 条 件 是 对 菜 一 c € (0, + oo) ,上述 三 级 数 收 全 


证 “条件 必 要 车 避 Xa.s. KMX, 08s. 因此 对 任 一 < 之 0， 


若 记 4 二 (|X| >c} # P (A,,i.o. )= 0. 由 Borel-Cantelli 引 理 得 知 条 件 
O 满足 . 因此 


DPA AXD = HPUX RO < co, 
= = 


其 PH X. Z Xio) = 0 MA SX, as 收敛 可 知 > Xa a.s. 收 
A. 再 由 定理 2. 2(i) ,得 证 条 件 (ii) 和 (iii). 

条 件 充分 BERRO ,PC 艺 天 中) 和 io ) 一 0 所 以 除去 概率 为 0 的 
集 外 ， >, 与 总 同时 为 收 笋 或 发散 .但 由 定理 2.1 RGD, Gi, > 


as. 收敛 ,所 以 > X, a. s. 收 做 .证 第 . 
2.2 独立 和 的 几 种 收 做 性 的 等 价 性 
EX. 是 独立 rw 序列 , 记 S, = SX RIERS.) 的 as KA 


性 , 依 宏 率 收 售 性 和 依 分 布 收 争 性 是 等 价 的 , 
TA Levy 不 等 式 是 概率 论 中 的 男 一 重要 不 等 式 ， 
引 理 2. 3(Levy RER) ”对 任 给 的 > 0， 
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P{max[ S, + m(S, — SJ >e) < 2P(S,2 O), (2.9) 


P| max [| S, + m(S, — S.) | >e) < 2PCS, 2 e). (2.10) 
I< 


HE 先 证 (2.9). 以 t 记 条,… ,n) 中 使 S + m(S, 一 S,) 之 8 的 最 小 整数 
;如 果 这 和 样 的 不 存在 , 则 令 t 二 十 1, 车 记 B — (S, — S, 2 m(S, — S) ), 
则 

P(B 2 1/2. 
因为 事件 全 二) € a(Xi X.) B, € oem) 和 
{S >e D 1S etn} 
D Ü {= S, — S, = miS, — S) > 0), 
所 以 


PlS, SDI YPE = BP (S, — Si 2 m(S, — S,)) 


er 


>P = b= PEL 
z 2 


= +P[max[S, + m(8, — S91 >e}, 
lesn 
(2.9) 式 得 证 .将 此 式 用 于 一 X,,…, — X, 得 
P[ min [S, + mS, 一 5D] <- €} <2P(S, <- p. 
1<k<x 
此 式 与 (2. 9) 结合 即 得 (2. 10). 
定理 2.4 ”对 3,, 依 概率 收 伍 等 价 于 as. W. 
证 显然 只 需 证 明 : 若 S, 依 概率 收 合 则 必 a. s. KA RS S MEE 
WO EBREI (a) 使 
DP Is, — S| > 2-1] < =, 
由 Borel-Cantelli 引 再,S,, -> S a.s. 此 外 
DP{IS, — s, 1 >27) < =, (2.11) 
由 Lévy 不 等 式 (2, 10) ,对 任 给 的 < > 0, 
P| max (S, — Sn, + m(S,, — S.) | >e) 


s << 


= PÍ max |S, 一 S, 


1 
mitren 


+m(€(S, — Sa) 


“i 
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mi 


一 (5, = S, DI Se) 
<> [Is — Sal >e). 


因此 由 (2. 11) 和 Borel-Cantelli 引 理 
max |S, 一 S, +m(S, 一 SJ1 一 0as: (2.12) 


nny 
Bima <a 把 有 
|$, — S + m(S,, — Sp) 
< [S Sa, + mS, — S.) |+ IS 
故 由 (2. 12》 和 556, 一 3 as， 可 知 
max |S, — $Š + m(S,, — S,)| 一 0a.s. 


ns 


一 人 |， 


m-a 


HS, S.o m noo) mS, 一 5,) 0 S.S a.s， EE 

进一步 我 们 来 证 明 独 立 1.v. 和 的 依 分 布 收 售 等 价 于 as. 收效， 

定理 2.5 ”对 5,, 依 分 布 收 化 等 从 于 as K 

证 ”因为 [.v. 序列 的 依 概 率 收 伍 人 狂 可 推出 依 分 布 收 仇 性 , 故 由 定理 
2.4, 我 们 只 需 证 明 ; 由 S, 的 依 分 布 收敛 可 推出 它 的 依 概率 收敛 性 ， 

RX.) c.f. X f, M| z, = TAM en 一 He <m 分 别 表示 5. 和 和 
S. 一 5, 的 c.f 因 5, 一 5, 帮 对 任意 实数 t， gO > EG KE ZG) ES 
c.f. 注意 到 

EnEn = Bn? 
对 使 8(2) = 0 BJ t, A 
Em) —> i, m > n— eo, (2.13) 

因 g 是 c.f. ,所 以 在 5 一 0 的 菜 个 邻 域 s| < h Rg G) Z 0, B k 2. 13) 成 立 ， 
对 一 般 的 六 取 正 整数 N, 使 | 上 1/N <h JAEn = H/N, P= /N, 与 ge 对 应 
的 df 38 F... IB 


sQ) — mlt) < [e= = 1AP ls) 


1⁄2 


< [fie — ifan} = fafa — cosuz)4F._(z) } 


= (2Re(1 一 z= Ga) B < (中 一 s(x] J 


得 
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lgm — 11 < Y |z, G) — Baale) | 


1 


` 


<afejı _ [8] |] =o, m> n — co. 
这 就 是 说 (2. 13) 对 所 有 的 上 + 者 成立 , 因此 有 


Sa — S. 0, m> n> o0, 219 
也 即 S, 是 依 概率 基本 的 ,所 以 它 依 概 率 收 化 . 
23 0-1 律 
r.v. 序列 {XX,} 的 尾 = 域 定义 作 


N Xak Sn), 
RoR HRERARE H. 
如 果 {4,) 是 独立 事件 序列 ,那么 部. = 1, 是 独立 r.v. , 且 有 
{Msi.0.} =ñ ÜA. 
下 列 定理 是 Borel-Cantelli 引 理 的 直接 推论 . 
定理 2.6(Borel 0-1 $) P(A.) 是 独立 事件 序列 , 那么 根据 级 数 
SPAD 收 策 或 发 散 ,P A io) 分 别 到 0 或 1 
对 于 一 般 的 独立 r. v. 序列 ,成立 着 如 下 的 0-1 律 . 
定理 2.7(Kolmogorov 0-1 律 ) Pt A Æ r. v. 序列 {X,} 的 尾 事件 , 则 
P(4) = 0 Ñ 1. (2.15) 
E RZ ÅAS AN, (X) 5 (Xk Snt) 
是 相互 独立 的 0 域 ,而 CX sk nt 1). WAE n, oX) 与 了 独 
立 - 因此 了 与 o(X.;n 之 1) 独立 .但 是 了 C Xan 22 1), ATRA TZ 5 Ë 


身 独立 .于 是 对 AE 六 ， 
P(A) = P(AN A) = PAF, 


z 


此 即 (2.15) R. 
推论 2.1 设 {X,} 是 独立 r.v. 序列 , 则 


的 概率 为 0 或 1. 
证 ”对 任意 固定 的 正 整数 入 ,事件 
{m= 中 = [im xa, = o). 


to it 
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因此 人 YX > 0, "一 co] 是 一 尾 事件 . 由 定理 2. 7, 它 的 概率 必 为 或 | 


AFE o 域 可 测 的 函数 称 为 尾 函数 
推论 2. 2 独立 r.v. 序列 的 尾 函 数 是 如 化 的 ,也 即 a.s， 等 于 常数 . 
Ë 设 了 是 任 一 尾 函 教 . 四 0-1 律 , 对 任 一 CE (一 covoo), PO <O 
一 0 或 1, 车 对 一 切 C, P(Y <C) 一 0, 则 已 (7 =œ) 一 1 若 对 一 切 C,P(Y <C) 
=1, M PO =- o) = 1 不 然 的 话 存在 有 限 的 C，= 
inf (C; P(Y < C) = 1}). 从 而 有 Y= Coa.s. 


H 


§ 3 ”强大 数 定律 


定义 3.1 称 r.v. FAN Yun 21 1} 是 强 稳定 的 ,如 果 存在 常数 序列 {a,} 
和 {56,),0 之 as 个 co 使 得 


tr-a 0 a.s. G.D 
EX3? #kr.v. 序列 {X,in 221) 服从 强大 数 定律 ,如 果 {S,) 是 强 稳定 
的 ,这 里 8 = SIX, 
£ 


为 了 讨论 独立 r. v. 序列 服从 强大 数 定律 的 条 件 , 先 给 出 一 个 初等 引 理 . 
引 理 3. 1(Kronecker 引 理 ) ” 设 {a,) 和 (zx,) 是 两 实数 序列 ,0 < a, 1 co, 


Ya a kat B Daia, > 0. 
E a=), EX y = 0, y, = 六 ra n 2 2, WI 


y> y = Drian (3.2) 
ia 


Difas= Dailyirs — y) /a, 
= = 


= Ym 一 Ya, — a Jy: /a,. (3.3) 
= 
对 任 给 的 < > OFE nas 5 n > n AÈ ly, — y| <°, 


LG = a)y -|- Ep — aj) y) 
"t 


"= 


1 |< a, 十 ani 
所 元 | 一 一 -DO x |+ < 


= 
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BERKA 
工 > cu = a)y; > y. (3.4) 


38 (3.2) 和 (3.4) 代 人 (3.3)，, 即 得 引 理 的 结论 . 

定理 3.1 设 {X,} 是 独立 r.v. 序列 ,1g,(z)} 是 侦 函 数 序列 ,它们 在 区 间 
工 之 0 中 取 正 秆 不 碱 ,而 且 对 每 一 满足 下 列 条 件 之 一 : 

G) ERKA r> 0 中 , xz/g,(zx) R; 

GD 在 同一 区 间 中 ,zx/g.(x) 和 g(x)/x? MERK, H EX, = 0. 
此 外 {a,} 是 常数 列 ,满足 0 < a, À ce 和 


> ze <o, (3.5) 
那么 
AXX ons (3.6) 
证 H Kronecker 避 理 ,为 证 (3 6), 只 需 证 明 
> Ë a.s. 收敛 (8.7) 
Hga) M z> 0 时 是 不 减 的 , 故 
PUR Sa f a EOY S 
FAH (3.5), 
>| >1}< =. (3.8) 


假设 对 某 个 ,函数 g.(z) 满足 条 件 (i) ,那么 在 区 间 |z| < a, 中 


T o Bala) o Bala) 
a ` gila) ` g(a) 


对 于 满足 条 件 (ii) 的 ”在 同一 区 间 中 我 们 有 


z, G < z, ra y 因此 也 有 


F< PZ, = XX] <a.) , 则 对 任 一 


EZ:= Í xXidPp 
tle 


> dP 
5 gp lan) aeie f AO 


a 
S guj EEX). 
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H (3.5) 我 们 得 到 
> FEZ < =, (3.9) 
此 外 ,车 条 件 (i) 被 满足 ， 


IEZ,|= | xaP| 
EAEE] 


a, 
< El aa AP 


< ZE. XO): 
另 一 方面 ,车 条 件 (i) 被 满足 ， 


1g2,1= | x | 


UR, Sagt 


a, 
< E, (a,) 


| ga(X)dP 
3 


în 
< gae 


所 以 都 有 


> 


per 


这 样 从 (3. 8) — (3.10) 和 三 级 数 定理 即 知 (3. 7) 成 立 .证 毕 . 
在 这 一 定理 中 , 令 gu(z) = |r|’, p> 0, 可 以 导出 若 于 重要 的 特例 ， 
推论 3.1 设 {X,) 是 独立 r.Y, FPEX, = 0. ERFA a, to, HIA 
1< >< 2 


< co. (3.10) 


EZ 
a 


KERL Q. (8.11) 
= “z 


a 


MAL X 0a.s 


k=l 


推论 3,2 WX. 是 独立 r,v. 序列 , 正 数 序列 a,4 oo, 且 对 某 0 之 p< 之 1， 


(3.11) REWA YIX, > 0 a.s 


对 于 ii.d.r.v. 序列 ,我 们 有 更 深入 的 结果 . 
定理 3.2 (Kolmogorov 强大 数 定律 ) B(X.) 是 i.i.d.r,v, 序列 , 则 


Ee a.s. (8.12) 
(a 是 有 限 常 数 ) 的 充 要 条 件 是 EX 存在 且 等 于 a. 
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证 因为 


DPUX Z= D a- DDPG —1< |X,| <n) 
< BEX a-i |X] <>) 
< PaPa- |X,| <n) 


=1+ DPAXI >a), 
= 
所 以 


2 PG(IXI| 22) KEXI <1+ DPUK S. (3.13) 
如 果 二 > Xi >a as. ;那么 


X lù y _ za-1. 1 S 
" rao% 1122, Oa.s. 


n 


因此 事件 {|X,| >na) 发 生 无 穷 多 次 的 概率 为 0. 由 Borel-Cantelli 引 理 
Brax. | 2 2) < eo. 
从 (3.13) R (X,) 同 分 布 即 得 E|X,| < %. 
再 来 证 明 : 如 果 E|X,| <co, W Y X, EX EX, = X,I(|X,| <»), 
因为 由 (3. 13) R(X) 同 分 布 一 


IPX, AX, = >1Pt(|X,| 2 n) < E|X.| < eo. 


再 次 利用 Borel-Cantelli 引 理 可 知 除去 概率 为 "的 集 外 ,六 yxs iix i 


F] 2 O # RRR HÉR 9k mi f MWB FPL 09 W B. 显然 Ex: = 
E{XI(X,| < n))— 五 X, 因 此 我 们 只 需 证 明 


LY ~ EXD On. GW 
就 够 了 .但 
$Y Var; < $h EX 
= s Ë 
< 了 局 和 4 一 1< Ix,| <b> 
a] k= n 
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-SF Ep —1< X. <D 
=: 


< ?khP 人 一 1< IX | <k) 
= 


L20 + E|X,|) < co, 
由 推论 3.1,(3.14) 成 立 . 证 毕 . 
下 面 我 们 把 Kolmogorov 强大 数 定律 推广 到 p(0 < p < 2) 阶 第 存在 的 情 
m. 
定理 3. 3 (Marcinkiewicz 强大 数 定 律 ) 设 {X,} 是 ii.d.r.v. 序列 , 则 对 
某 个 有 限 常数 a 以 及 p € (0,2)， 


nD X, a) 0 a.s, (8.15) 


| 
的 充 要 条 件 是 EIX |’ < co 这 时 , 当 1 委 户 二 2 时 ,2 一 EX 当 0O<z<1 
时 ,a 可 取 任意 值 (因此 常 取 a 一 0)， 


证 ”注意 到 EX < NTP IX; | 2 a") < co, A G. 15) 推 


H EIX P < co 的 过 程 与 定理 3, 2 证 明 中 的 相应 部 分 类 似 . 
我 们 来 证 明 相反 的 结论 由 定理 3.2, RW 3 pA 1 HWE. Ti3 1 < e 
< 2, 不 失 一 般 性 ,可 设 EX, = 0. 因此 我 们 的 目的 是 要 求证 明 


m X0 a.s. (8.16) 
iB X, = X,1(|X,| <a”. A] HEX, < 可 证 (3.16) 等 价 于 
SX, — 0 a.s. (3. 17) 
我 们 先 来 证 明 ii 
É. La (8.18) 


e DC, Le Q + EIX, |’) < so. 
= 
此 处 。 表示 正 常数 ,对 1 < p < 2 情形 ,注意 到 这 时 已 假设 EX, 一 0, 故 有 
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pr 


ipi EX, XD 中 < Bid 
-Ðe Yn -$e SC < =. 
= 


这 就 证 明了 (3,18). 由 Kronecker 引 理 又 有 O 
ES EX; — 0. 
所 以 欲 证 (3.17), 只 需 证 
w DAEX) 0 a.s. (8.19) 


这 与 (3. 14) 的 证 明 类 似 , 从 略 ,定理 证 毕 ， 


$4 ”完全 收敛 性 


VERRA Robbins (1947 年 ) 提出 了 完全 收 敏 性 的 概念 . 
定义 4.1 称 r.v. EIT on 之 1} 完全 收 伊 于 常数 C, 如 果 对 任意 8 守 0， 


>P IT, — CI>e}< co. (4.1) 


设 5, 是 r.v. 序列 {X,;n 2211 的 部 分 和 , 即 5, = DX lann 221) ER 


个 常数 列 , 记 了 . = S,/a,. 那么 由 Borel-Cantelli 引 理 , 从 (4.1) 可 以 推出 
S, 


TC a.s. 
a, 


也 就 是 说 ,{X,} 服从 强大 数 定 律 . 因此 完全 收 全 性 是 较 a.s. 收敛 性 更 强 的 一 
种 收敛 性 , 本 节 讨论 较 (4. 1) 更 广 的 类 型 的 级 数 的 收 敏 性 ,给 出 了 若干 与 这 种 
收敛 性 等 价 的 矩 条 件 . 为 此 ,首先 给 出 几 个 引 理 . 

引 理 4.1 HiX n> 1) Eii d.r. v, 序列 ,EX 一 0 且 存 在 整数 之 0 

# 2 < 4 < m EIGN < oo. 记 5, 一 Yx, 则 有 
ES, < C {X EXI +nElX, lr}. (4.2) 
证 ”对 使 用 归纳 法 当 &= 0, HM 1 <q < 2 时， 由 
Marcinkiewicz-Zygmund-Burkholder RRA c 不等式 (附录 六 ,13 和 四 ,2)， 
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EJS, < CE[ XX) < CaE|X,ls, 
名 
得 (4, 2) 成 立 . 假设 它 对 = x 一 1 是 成 立 的 ,那么 当 吉 = 到 时 再 次 运用 上 述 
不 等 式 可 得 
EIS, PCE] x 


ala 


ala 


ECE| D(X} — Exi) |” + Cast EXt. (4.3) 


注意 到 2 g2 SR A 3) 式 右边 第 一 项 使 用 归纳 假设 ,得 证 上 一 天 时 
(4. 2) 式 成 立 , 因此 它 对 一 切 整数 上 之 0 成 立 - 


引 理 4.2 设 {X,;n 21) EIERN iid rv. 序列, 则 对 任意 。 > 0, 


ERSA ee min P(IS.| >e) 


Prag ti 


< max P{|S,| > e}< 2P {|Sen 22 e). (4.4) 


Maingat tI 
证 由 对 称 性 ,对 > 2" 有 
到 PtSr eL PlSm >e, S, Sm 20)< PIS > e). 
A- SRE So = bon RERS <— e S P.S, < s) BIL 
+P(IS=|2)<P(IS.| >). 
进而 有 
LPi Sel > < min P(|S,| > e). (4.5) 


Peang tl 
类 似 地 可 得 (4. 4) 右边 的 不 等 式 . 
引 理 4.3 BXon 21) 是 独立 对 称 的 1.v. 序列 . 则 对 任意 > 0, 


PIS. >> SPUL >: | YPuxI >]. G. 
E gAs >9N Yx > 0 我 们 有 
PllS| 22P{U [> nN Xx] 


i; 


= PÍ ÜA.) > Yra- SUP(AApD, 
j= iZ; 


= 
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P(A)= P(X, >a) PAX} 


1 
ZPX 2 e), 
PAAD < PHX 2 e) N (X,2 e) )= PIX > sP IX, e). 
于 是 
PS> > DPS} Erao) an 
A — XA X,, j= 1,2,…，, 可 得 
PISS- 9> DP- DP <— o). 

(4.6) HE. 

利用 上 述 引 理 ,我 们 可 以 来 讨论 完全 收敛 性 的 等 价 条 件 了 - 

定理 4.1 WIXun 2 #iLidr v F9|,r > 1, 0<t< 2r, 那么 下 


列 三 条 件 等 价 ， 
G) EIXl < co; 


OET: ETSI 
Gü) 对 任意 之 0， 
Slap S > l<, 
Xp | | > 村 


其 中 5 = 0,# 0<:< ri b= EX, # r <:< or. 
证 “首先 我 们 来 对 (iii) 作 等 价 性 变形 , 易 知 (iii) 等 价 于 


De rp (sup Si- 4 > e}< c, (4.8) 
j=i r>a k 


显然 从 (4. 8) 可 推出 


i Eee P| max |S, — hb|> sm < co, (4.95 
i=l — 


反之 ,假若 (4.9) 成 立 ,我 们 有 
1 (4.8) 左 端 委 Sree max | 至 一 Ë >) 


j 
£ leert] Ë 


= >l max Š > e} Ye 


aoi leet! = 


<e Serp] max |S, 一 |> >z) < oo, 
= 


Perat! 
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因此 (4. 8) 也 成 立 . 
下 面 我 们 来 证 明 从 条 件 (i) 可 推出 (iii), 也 即 (4. 9). 假设 条 件 (i) 成 立 ,并 


#r<:< r B, b= EX, = 0 RY, = XIXE YM, S, = DY,, 
全 
其 中 ?待定 .于 是 
Danp| max |S,| > 2e) 


j=l siga iti 
< 立 selP 人 人 ccr> p) 
= = 


+P{ max {Sx| 2 2e} ) Zr +L. (4.10) 


ati 


对 石 ,我 们 有 


0 (IX, > 29) 


<r S1P (27 < IX, < rom) 


= iz 
n 


= 2S1Pp (29 < XN < 20:99) Der 


名 = 
CD 2p {aye (X, < 24} 
A 
< CEJ|X, < co. (4.11) 
Ekik L. at 2 k < 2,50 << rh RE DA 
LESA S 2'E|X,T1|X,|' < 2”9)| 


< VH ELX, 142p 
< C m-+2 < 21. (4.12) 
TIM r< < 27 时 ,由 于 5 二 EX 一 0, 若 取 ? 了 一 1 就 有 ， 
[ESKS 21 |EX (IX l < 2#)| 
= 2 [EXX I > 2} 
<2 E|K, (2i 5 


<C gi < $z, a13) 


最 后 一 个 不 等 式 对 充分 大 的 7 都 成 立 , 由 (4-12) 和 (4. 13) TA, AE < <o, 
只 须 证 明 
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(4.14) 


I = D2 np{ max |Sa — ESa| > 2”"e)< co 


J= rect 


4 
由 于 Si 一 ES, = D Y; 一 EY;) 为 有 界 的 ii.d.r.v. 的 和 , 且 期 望 值 为 0， 
故 对 2" < q < 27>, h Kolmogorov 型 不 等 式 ( 见 附录 五 ,3(2)) 和 引 理 4. 1, 有 
P{ max |S, — ES, | 2“) 
TS 


KEE Sa — ES |° 
<c 2 六 20+De (ElY, — EY, [O 


= 
+ 2H E|Ya 一 EY, |°). (4.15) 
H Y, WELLAE ELX |” < eo, Wl 
(ElYn — EY OT < C. 16) 
# EIX, |” = 0,9] z < 2, Ae 
CE|Y, — EYal’)® < ELY 1252 ' 
< {me ER) a G.D 
SC m, 
此 外 
ElYn 一 EYa |S 2E|Y al 
=z|Elx. I{IX <) 
(4.18) 


+ X) E| X, H < [X < 2). 


注意 到 : < 2r, 取 4 >> 0 RAK Er — 1 — q(r/t 一 1/2) < ORA 
Dent ot ' 


= 
< x DY ye ue <, (4.19) 
= 
Hwi < q,# 
Daw- jg 
(4.20) 


=] 


= D2 ve < ce. 


er 


3 q > t Wi 


$4 完全 收 笋 性 103 


S geoi SEIX, [2e < |X,|' S72) 
ren 


ey 


= PEX le < |X, l < 92) ro 
Kz J= 


<c Ņ rozme | [772070 < |X,|' < 92) 


i 


<C 27E|X,l'T (92% < |X, <72} 


= 
< CE|X,|' < co. (4.21) 
综合 (4. 14) 一 (4.21) REE P', < co AT I, < ee h tB (4.10) 和 (4.11) 
AAA. 9) 成 立 , 因此 从 条 件 (i) 可 推出 (iii) ,显然 从 (ii) 可 推出 Kii)， 
现 设 条 件 (i) 对 某 个 5 成 立 , 要 证 (i) 也 成 立 , 同 时 还 要 证 : 当 0<*<r 时 
b= 04 r < z < 2r BF 6 = EX 


32X, A X 03 r. v. B 名, j= 1,2，… AEM ES 一 NX 
由 能 对 称 化 不 等 式 (附录 三 ,5(1)) 和 条 件 (ii) 可 推出 ;对 任意 的 > 0, 
了 PS > en} < co, (4.22) 


azl 


利用 引 理 4.2, 并 注意 到 x > 1, 有 
Suyupa Isp] > ezean) 


m 


<C Dap min PllS:| E en} (4.23) 


4=1 Hewsytl 
<C Darip{ls | ot) eo, 


由 此 ,并 再 次 应 用 引 理 4. 2 就 有 


max P{|S;| Z en“) 
zigngz t! (4. 24) 
< 2P {|S | E220, j — eo, 
上 式 表明 
s n. 0, n— eo, 
n 


即 满足 弱 大 数 定律 , 由 弱 大 数 定律 的 充 要 条 件 , 如 推论 1. 3 8), í n — co 时 
aP (|X;i| >n" 0， 
MEX {IX < )— 0. 
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所 以 当 # 充 分 大 时 就 有 aP{|Xi| Ze x} 之 1/15. 在 引 理 4.3 中 取 s 二 w*, 即 得 


FAP 2) < aP IX [F aP 2) ] 


< P(1S.| Sn”). (4.25) 
它 与 (4. 22》 相 结合 ,得 到 


YP {IXI >) o, 


= 


由 此 可 得 
EIXil'&C 2P {2 < EAN < geto) 
<c DP{2 < IX; < z+) 512 
=C S12P (Xi > 2%)< eo, 
也 即 条 件 Gi) RE 


为 证 当 0< 上 <r(r << 2r) Bb = 0(EEX)， 只 需 运 用 反 证 法 . 由 于 条 件 
ORL’ = 0 CM 0 <: <r) sË EX, CG r << z < 27)， 即 可 得 到 《证 ) 由 此 


青 运 用 与 上 面 类 似 的 推理 ,可 得 
$. z — 0 a.s. (4.26) 
Eha Gü) 知 ,对 也 有 
0 as (4.27) 
如 果 如 了 5, 即 会 导致 政 盾 ,定理 4.) 证 毕 . 
如 果 7 = 1, 我 们 有 
定理 4.2 WXon S1} Hiid r.v 序列 ,0 之 1 之 2, 那 么 下 列 两 条 件 
等 价 ， 


G) E|X, < co 
GD 对 任意 s> 0, 316 1P118, — nb] > enh} < c. 
其 中 5 二 0, 着 0 之 1 之 116 = EX E 1 <: < 2. 
证 。” 先 来 证 明 从 条 件 (i) TENG), 6 为 定理 中 的 取 法 , 且 当 1<<1<2 
时 不 妨 假设 EX, = 0. 定义 
g # [1X4| <=, 
x. = 
0， 其 他 ， 


a= 12, k = l, n, 
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当 4 之 1 时 ,注意 到 Ex, = 0, 我 们 有 
mUUW|EX, |= w EXIGX) Sa) | 
SEX PN 一 0， n> ee, 
W 0 << 1,35 n — eo AA |X,| /n' — 0 a.s. ,所 以 由 控制 收 仇 定理 


JX PAX [/7 aP > 0. 


X l< 


m Ex, < | 


因此 当 充分 大 时 
Dn 7'P{lS,| > em) 


nl 


< Deptd (Xl >a) 
+ Sn | S Xn — EX.) |> eQ — erin- | EX |) 
= # 
< DP{IX >a) 


+ Dp{| Do — Ex.) |> +=]. (4. 28) 


BA E|X < ,所 以 上 趟 右 端的 第 一 个 级 数 收 伍 , 关于 第 二 个 级 数 我 们 有 
Sair {Eo = xo |> fa) 


<c Sir negi Yx, — EXK.))° 


a= 


<C Xa EX, 


<C DRON (&— 1< IX. < k) 


Er izi 


=C Yap ik - 1< IXA 


izi nk 


<C AP 使 一 1S Xl LA) o. 


= 


下 面 来 证 明 相 反 的 结论 . 34 E|X,| < co 时 , 仍 设 EX, = 0. 记 XX 为 X 的 
对 称 化 随机 变量 . 首先 证 明 
Sinto, n— ee, (4.295 


假设 上 式 不 成 立 , 那 么 存在 0 < < 1 和 正 整数 列 (2) ,使 得 对 无 穷 多 个 i, 或 
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P (S, m” > |> s g P ISL nl” < E) >e RARA RR EN Rna > 
2n, 
P IS; nl > £| >e, (4. 30) 


由 (4. 30) 并 注意 到 对 称 性 ,对 于 每 一 jn <j Lnn A 
P(S, > jra > PS, >ne, X X> o)> £. 


因此 ， 


Š AP (S/n > e/2%) 


nP{ |X; | > n'e)— 0. 
以 下 的 证 明 与 定理 4.1 的 证 明 中 的 相应 部 分 类 似 . 从 略 . 


t 


$5 EHAA 


我 们 来 给 出 概率 论 极限 理论 中 的 一 类 极为 深刻 的 结果 一 一 重 对 数 律 , 它 
们 是 强大 数 律 的 精确 化 . 这 里 只 讨论 两 个 重要 情形 . 首先 是 
定理 5. (Kolmogorov 重 对 数 律 ) 设 {X,;n 之 1) 是 独立 r.v. 序列 , EX, 


al 


=o, EX: = e, B, = Xlo > co, 且 存 在 常数 序列 (MX.) WE 


M, = of (B,/loglogB,)"”?} , |X,| SÇ M, a.s. (6.1) 
那么 若 记 S, = >)X,, 则 


=1 a.s. (5.2) 


limsup —— o 
neo (2B,loglogB,)' 


Ë ”我 们 称 满足 上 式 的 r.v, 序列 {X,} 服从 重 对 数 律 , 显然 , 若 {X,} 满 
是 定理 的 条 件 , {一 X.) 也 同样 满足 ,由 (5.2) 立即 可 得 


liminf s: 


min gel TT] a.s. 6.9 


因此 ,我们 有 


IS,| 


UBloglogB 7 T} ®S G.D 


limsup 
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定理 的 证 明 需 要 下 列 关于 独立 有 界 r, v. 和 的 指数 不 等 式 , 不 失 一 般 性 ， 
我 们 可 以 假设 {M,) 是 不 减 的 . 记 a(x) = PS, > z). 
引 理 5.1 #O0= zM,=< B.,JI 


z M. 
aa S< exp|— zg; 282 . (5.5) 

3: =M, > B. W| 
G(T) < exp {— z/4M,}. (5.6) 


证 ROKS M, ', 那 么 因为 对 任何 之 2,E|X,|* < Mi o BXH 
一 n 有 


Ee%=1+ >) pr EX: 
g k 
<i+5a[i+ $M +ËM 十 | 
> 2“ 3 12 “ 
É a L tal tM, 
<1+ Seli t SM. < exp| 2 [1 r jh 
故 
Ees. <= [= "1 + gm] |. 
因此 


q, Gaz) < e Ees <exp|— tz 十 | 1+ z) } 


H xM, < B, Wf R t = z/B,;, 38 zM, > B, h Rt 二 1/M,, 我 们 就 分 别 得 到 
不 等 式 (5. 5) 和 (5, 6). 

引 理 5.2 设 z > 0,z,M,/B,— 0 f z;/B,— eo, MRES z > 0 和 所 
有 充分 大 的 =, 有 


Gala) 之 al- 


25, a + o|. (5.7) 


W arzo HeT >m adaa + z). # 0 < M, < 
1, 则 


X, É 2 t z 
Eex,2>1 + zel 1 — ŠM, — LM: — += 
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> epf fota 一 Mo). 


Ees > exp {GBC — M.) } 
i: 一 x/((1 一 8)B,), 其 中 6 之 0 将 在 后 面 选 定 . 则 szM, -> 0. 所 以 对 任 一 图 
BJ a> 0, 当 # 充 分 大 时 ,我 们 有 
Eeh > ep {SB — a). 65.8) 
利用 分 部 积分 法 ， 
Ees, = — [ saa. = if enois = DSA 65.9) 


这 里 hred, AAA eg) 在 区 间 ( 一 0), 0a 一 0)B,), 
aA 一 OB,, tO + 6)B,y, OC + Ó)B,, 8tB.), (8#B,,co) 上 的 积分 .显然 
i <f edy = 1. 

对 I, 车 y 之 BA/M,, 则 由 引 理 5.1 知 gCy) < exp(— y/4M,) < exp(— 2ty). 
后 一 不 等 号 基因 为 iM > 0, 所 以 对 一 切 充分 大 的 = 成立. 在 区 间 828, < y < 
B/M. 中 ,同一 引 理 推 出 gy) < exp( 一 x*⁄4B,) < exp(— 2ty). AE t < 


af edy <a. 回顾 ; 的 定义 和 条 件 22/B,— oo, B (5. 8) 可 知 对 充分 大 的 ， 
Ee. > 8, 所 以 有 
tl, + ts < 2 < Ee /4. (5.10) 

再 来 估计 L, M 1, AN 0 < y < 81B,, 当 充分 大 时 ,yM, < SM,B, < B,, 所 
以 可 利用 (5. 5). 再 注意 到 yM,/B, < a:M, = 82,M,/ (C 一 8)B.) > 0, 对 任 一 
固定 的 8 > 0 IFFK Bi nE 

axal- ga - 51. 
因此 

I, + I < f epos, 


E D = (00 — 0B) U CA + 8B, 8EB), fJ #6(y) = ty — y: 一 
DOBD CER yo = tB,/Q 一 B) 处 有 最 大 值 , 若 B 选 得 足够 小 ,点 > 8 T 
KEEA — B A + 9)B,) 中 .因此 

sup gy) = max (PEA 一 BY) GEL + 6)B,)). 
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车 取 有 过 个/(2(1 +r) ,就 有 


A 
gad + 6)B,)= =a -@ + B+) 


< 


ëB, 人 
Pi = +]: 


所 以 

t. + 1 < 8eBxp | tB, efi -Ẹ) } 
ERB, — co, 4 充分 大 时 ,成 立 32ë B, s< exp (B,2° /8). 由 此 并 利 表 
(5.8), 得 


PBa- yhe tres (8.11) 


t, til, < exp| 


函数 q. (y) 是 不 增 的 ,由 zx = Q 一 6)tB,, 我 们 可 得 
tI, S 28t Bexp (#B,( + 8) jg, Crn). 
而 由 (5.9) — (5.11), RAN > yE SERRAR BARG DARE 
1/2, 则 对 充分 大 的 有 
gn (x) (tsexp{— PB, + 0})/ (208B.) 


>75 ep 人 - ++ 2) 


> exp| — Utata +). 


2B, a= 9: 
对 于 任意 给 定 的 > 0, RER a > 0 fl ó > 0 充分 小 ,总 能 使 
G +a + 20 + 66/4)/(1 eY < 1 + g. 
因此 对 充分 大 的 n, (5.7) 成 立 . 证 毕 、 
定理 5.1 的 证 明 ”考虑 充分 大 的 4. MEAN = (2B, loglog 吾 ) 


首先 我 们 来 证 明 , 对 任 给 的 < 之 0 
P{S,> Q + ohn), i.o. }= 0. (5.12) 
由 (5.1) 和 B, — co 得 
B _  _ sn 1 > 
Bn! Bai 一 1 十 costos BaT E 
对 任 给 的 rz > 0, 存 在 一 个 不 减 的 整数 列 {2) $Ë k — co BÍ n, — oo B. 
By SUHE, (=1,2,%) (5.13) 
(B, = 0). 故 


1> Q + rx/B,, > (B, 


"w 


=o )/B, > 1. (65.14) 
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由 此 又 有 
B, = B, = B,,Q — B, /B,,) — B,rz/G(1 + r) 


(A ~ B Et A/B — 1). 
ES, = max S, 我 们 来 证 明 , 对 每 一 "> 0 


XP (S, > Q + Dh(D)< co. 


=i 


(5.15) 


(5.16). 


RPI H AEEA O M r.v. X RE lm(X)| < /2VarX. 这 一 点 易 从 


下 列 不 等 式 看 出 : 
P [|x| > VET OV } (2 +e < 1/2. 
将 这 一 事实 应 用 于 Lévy 不 等 式 (2. 8) 便 得 


PlS,> (+ )hG)]< 2P{s, > 二 mh 一 VE | 


LP {Sn > Q +r)hGO)), 


其 中 第 二 个 不 等 式 对 任意 给 定 的 "(0,r) 和 充分 大 的 = 成立. 由 引 理 5. 1 和 


(5. 13) 式 , 对 任意 的 x > 0 和 充分 大 的 ， 
P [S,, > Q + r)h@))< (logB 9: Pnn” 


< logd + DIO 
选 z EEDE 一 /DC1 + r> 1, 因 此 (5.16) 成 立 . 
对 任 给 的 e 之 0, 有 
P (S,> (1 + e)h(n), i.o. } 
= Pí max ,> (1 + hn), Lo. ) 


aseen 
< P IS, > Q + Dhu) Lo, }, 

由 (5.14) 知 ,对 充分 大 的 &, pa 人) < VIF 2z. A 

ite 

vi 

取 - 和 使 其 满足 (1 + se/ VI 十 开 沁 1 十 7, 得 


PS, > Q + Əh), i. o. }<Pls, > 


hom), i. o. } 


P(S,> (+ SAG), io. )< P (S, > (1 HA), io h, 


H (5.16) 和 Borel-Cantelli 引 理 ,我 们 即 得 (5. 12) 成 立 . 
用 一 3. 代替 S., 又 有 
P{—5,> Q +h), io )= 0, 
因此 
PLISI > O + e)A Gn), i.o. ) = 0. 


(5.17) 
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为 完成 定理 的 证 明 , 我 们 只 需 证 :对 任 给 的 < 之 0， 
P{S, > (1 — hla), 1.0.1= 1. 《5. 18) 


g) = [2(8,, — B,_ Dloglog (B, — B, 2 |7 
利用 事件 关系 式 PC4 N B) > PA) 一 P(B") ,我 们 有 
P{5, — S, > Q — Dgn) 


>P{[s,> a -= rD] N [Saa < erga) 


> P3, > O- r/2)gG@)) — P|S,., 2 EDA). 
65.19 
从 (5.15)》 可 以 求 得 Pn) /h Oni) — r. H EAG 5.1 对 充分 大 的 大 ， 
有 
P{S ,> G/2)0G)) 
< P {Su > G VE /SA 
< (log B, D77. (5.20) 
应 用 引 理 5. 2, 对 任 给 的 产 六 0, 当 大 充分 大 时 ， 
P (S, > Q —r/2)4G)) 
P P[S,, > (1 —r/2)h@)) (5.21) 
> (og B,) tea, 
将 (5. 20)、(5. 2D RAG- 19.88 log B, ~ k log (1 + r) HR z EBK 
就 有 


P [S, 一 So > Q Op) 1 
D> Ri D? 一 天 5) (5.22) 
> (e/2)k TUHA DE, 
REER e> 0 足够 小 ,使 (1 +AA — r/2)° 区 1, 则 有 
SP {Sa Sa, > 1 — Gu) )= eo, 
再 次 利用 Borel-Cantelli 引 理 , 我 们 求 得 对 于 任意 的 0 < 之 1， 
P (S, 一 So > Q OH), io h= L 65. 23) 


此 外 , 当 上 一 ce 时 
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A — DEn) — 2h On) 
~ [orto 2G1 + D7] e AG). 
H (5.17) 知 存在 等 概率 集 A, 53 o € 4 时 ,存在 m(o) EH n 22 nl) 时 ， 
15,《w)| < 2h(n). AE e > 0 Fr, JR r > 0, z > 0 Ë 
a= rea +r) 2 — 21 +) >e, 
同时 = 还 应 保证 (5. 22) 成 立 . 则 由 (5.17) 和 (5. 23) 得 
P (S, > A OAG), io ) 
P P |S, > Q — DEM — hli)» io. } 
> P {Su — $, > O 00), io h= L 
因此 (5. 18) 式 成 立 , 证 毕 . 
对 于 无 界 r.v. ,也 有 许多 深入 的 研究 ,但 多 数 都 还 附加 一 定 的 条 件 . 只 有 
对 i.i,d.r.v. ,我 们 有 下 列 十 分 完美 的 结果 . 为 此 先 证 明 两 个 引 理 , 在 强逼 近 
理论 中 对 引 理 5. 3 有 单独 兴趣 . 
885.3 WX, nD li. d. r. v. PEP). EX, = 0, EX: = 1, s = 
Var {X IX, < Vm) } S, = Sx, F(z) = P(S, < zs, Vn i Xi L 


r= 


和 C > 1 是 正常 数 , (n) 是 正 整数 列 , 当 2 一 co BË n, ~ LC ,那么 


BD) sup|F,,G) — $C) |< eo. (5. 24) 


hl 


证 对 =1,2, mi X. = XII IX | < n -Yxa x i 
的 df AVO =f — ave, a= f plog 


-9 司 |< a7 


z 
s, 


F, < 


S. <a] 
P 


+ 去 * <a] 一 中 “=e 


On 


1 


一 中 [三 


下 +L, + L. (5.25) 
因为 
S La /n)C (S: <z n) U (IX 2 /n) 
UU QX. 2 VA), 
(S< z /n)C (S< z /n) U (IX. 2 /n) 
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U U (|X,| 2 Vn). 
所 以 


L= 


ad 


1 r 
Vi” 
由 Berry-Esseen 定理 (第 二 章 定理 5, 3)， 

1 x — = 一 | 
1,= P. X, — pe <š 
Kura | 


olz V nu, 


g, 


< —a, + jal. 
Z + la 


I |, < ov* 所 以 又 可 写 
L <a Sn. 
对 六 , 因 suplg (Cz)| <, EX, = 0 R Ë — 148 
I <c Vn jel Ke Vnb,, 
Kipa = [| irav o 将 这 些 舍 计 代 人 (5. 257, 得 


T sup|F.G) — BCz)| 


< P(|X,| Z Vn) + en a, + np,). 
我 们 有 


Spdxl> m- YP > n) < EXI = 
= 


Siara, = Sla E|X l 


sl aml 


< $o Serpa -1<Xi<b 


azl 


ED 


kel n= 
<e DAPR- 1< X: <A) 


<< (EX + 1) < co; 


nb <$” Vk+ IPG S< X< k + 1) 
= = 


=nP(|z,| 2 Zn). 


(5.26) 


(5. 27) 


(5. 28) 
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= a 
= (Dr) VETIPG < X< k +) 
f 


Ti =i 


<< Y (k + 1D)P(š < Xi < # + 1) < co. (5.29) 
现在 我 们 来 证 明 — 
Bar{ ix] > Vu) <=, 
Sina, < eo, Dln, < 00. 6.30) 
首先 S = 
BPdxl> > >Š paxa > > Zn) 
Ç 


2 D Ona — DP {IX | 2 Vn). 
£€ 


T me m — Q — CD lB (5.27) 88 510 P XI 2 m) < co- 


由 于 {a,} EIER AE 


= hl 
BD -ita > > D3 na, 
a21 二 1 = 


> D nma mn — 1) an 


而 


(Qa S a) tepi — DE e eE — Dn, 
H (5.28) 得 ni ta, < ee. 
= 
类 似 地 有 


> Dn — nni bay: 


而 


an mr — n) — nb (1 — c). 


由 (5、 29) Èn hn, < e°. (5. 30) 式 得 证 .由 此 及 (5. 26) 即 知 (5. 24) 式 成 


立 - 
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引 理 5.4” 设 序列 {X,} M (m) 满足 引 理 5. 3 的 条 件 , (eO) 是 非 降 正 数 
序列 ,那么 下 列 两 条 件 等 价 : 
O DPS, > gn) V n.) < e°; 


izi 


Gi) Dg! nexp{— gG) / (204) ) < ceo- 
= 


+ 


证 由 引 理 5. 3, 条 件 (D 等 价 于 
X1(1— @G(g@)/e,)) < eo. (5.31) 


hel 


车 gou) +o, W| (5.31) 和 (ii) 都 不 成 立 . 因此 (i) 和 (Gi) 都 不 成 立 . 故 可 设 
g(m) 一 co. 这 时 


lg SC) _ Op, ex -| 
n Jem N 295 


1 ga) 
-| 
由 此 知 本 引 理 成 立 ， 
下 面 我 们 就 可 给 出 概率 论 中 著名 定理 之 一 一 一 Hartman-Wintner 重 对 数 
律 的 证 明 . 
定理 5.2 (Hartman-Wintner 重 对 数 律 ) 设 {X,;n 污 1) Er L i. d. r. v. 
序列 ,EX, = 0, EX} = 1. WJ 


limsup =1 a.s. 


S, 
šE Rhlan) = (2nloglogn)12, 首先 来 证 明 对 任 给 的 = > 0, 
P(S,> (1 + s)hG@), io.) = 0. (5.32) 
ec > l, m = [e?2]J,k > 1.10 S, = maxs, W 
P(S, > (1 + hm), Lo.) < PGS, > Q + hOn), i0.). 
(5.33) 
由 Lévy 不 等 式 ( 引 猩 2. 3,(2.9) 式 ), 仿 照 (5. 16) 式 后 的 一 段 讨 论 , 对 任意 给 
定 的 + 沁 0 和 0 之 之 r, 当 上 充分 大 时 可 得 
PE, > (1 + rR NYE 2P(S,, > (1 + r)h@,) — V 2n,) 
< 2P(S,, > (+ rk)). 
go = (2loglogn)!, 34 k — co 时 


《5, 34) 
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1 
gm) 


exp] — Ta + rotg Ou) oh) 


<exp|- a+ me | 一 oto), 
故 
gooem 人 一 二 GT+ rg nn) /ts) < eo. 
= 

由 引 理 5.4 R (5.34) 式 ,对 每 一 + > 0, 我 们 有 

DP(5, > Q + r)h(n)) < co. 

= 
对 任 给 的 s > 0, 取 < >>1, 使 得 c 一 (1 +e) > 1. Hir > 0,(ë(1 + r) <1 +£. 
注意 到 (5. 33) MÉR hOn) ~ c Cna), 即 得 (5.32) 成 立 . 

我 们 进一步 来 证 明 :对 任 给 的 > 0， 

P, > Q — Ehka), io) = 1. (5. 35) 

这 与 定理 5.1 证 明 中 的 后 半 部 分 完全 类 似 . 记 
uj = n, — mi — n, ), v= (2loglogut)! ~ gn). 
写 
P(S, — S, > A — ruwa) = PS > Q — uv, 
车 0 过 ri 之 r+ < 过 1 且 上 充分 大 , 则 
vp exp {> (1 — rol/ (20%,, )) 
Ew! exp [— (1 — ri)%⁄/2) ch- (ogh) 12, 
由 引 理 5.4 得 
DIPS, 一 5 > (1 — mv) = co, 


"i 
tl 


以 后 的 证 明 与 (5. 18) 式 证 明 中 的 相应 部 分 完全 类 似 ,从 路 . 
注 ”利用 定理 5.1 及 于 列 事实 : 对 EX < co 的 mvX, 8 b, = 


ol Vn7loglog n) 使 得 > (2nloglogn) '2E(|X]IC(|X | >b, < co ,可 给 出 定 
= 


Em 5.2 的 另 一 较 简洁 证 明 ， 
定理 5.2 中 的 矩 的 条 件 是 必要 的 , 为 证 明 这 一 事实 ,我 们 首先 来 证 明 下 列 
引 更 . 
引 理 5.5 (Xun 1) 是 独立 对 称 的 r.v. EP fan) 和 {es} 是 正 数 序 
Fl sa, 一 oo. 车 记 
S= TX, S= SDxICQxl <<), 


r= 
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则 从 P tlimsupS, Za, 之 1} 二 1 可 推出 P tlimsupS,/a, > 1)= 1. 

证 EN, 二 inf (kk > m, ŠI >a) Ch (+) 为 空 集 , 则 记 N. = co). 
它 是 fr.v. WBX = KIXI Sc.) — XOX] >co 由 天 的 对 称 性 假设 
TAX X; SX... Xa) 是 同 分 布 的 . 因此 对 二 > m 

P{S, 2 S, , N. =n) 


= P| DIILI > D 20, TCR So) >a, 
k= + 


S KapmLj<a} 


= P| XX: 10 X; >20, YXU | Se >a, 


A 
DHIKI Ca, mj 
SPISES.. Na =a). 
Š n = m 时 ,上 式 两 端 也 相等 .于 是 
P| Ü S >a }> P[ ÜS >an S12 51 D) 
= P{Sy, > Sh, , Na <o) 


= DPS >S; , N, =n} > 1/2, 


由 此 我 们 有 
P llimsupS,/a, > 1) P (S, > ax, 1.0. )2 1/2. 


由 Kolmogorov 0-1 律 即 得 引 理 的 结论 ， 
定理 5.3 设 {X,;n 渤 1} 是 ii.d,r,v. 序列 ,满足 
Pi{limsupiS, 1/ v Zaloglog n < ee)2> 0, 
则 有 EX, = 0, EX: < co. 
证 IH Kolmogorov 0-1 律 知 , 此 时 必 有 
P llimsup | S,|/ V 2nloglog n < œ} = 1. (5.36) 
因此 Sm- 0a.s. H Kolmogorov 强大 数 定律 得 EX, = 0. 
E X, 是 X, 的 对 称 化 v. 县 对 < > 0, 记 


X: =Xr(X,| <, == Ex. 
{ ;n2> 1) 满足 定理 5.1 的 条 件 , 故 有 


118 第 三 章 类 数 定律 和 重 对 数 律 


P{limsup( Sx )/ V 2nloglog n > a/21= 1. 


= 
由 引 理 4.5 
P [limsup [ Dž) vanloglog n > a2} 一 
kas k=) 


MI EXI = co RA a? — co (e co), TE: 
P [limsup[ DI) / /2nloglog x = so) = 1, 
与 (5. 36) RFE. 因此 必 有 EX: < co. 证 毕 ， 


习 题 


1. IX, n 22 11 ÆRA RR rv. 序列 .证 明 ;{X,} 服从 弱 大 数 定律 的 

充 要 条 件 为 
za?Var[ 六 xj- 0 (a= c0). 

2. 设 {Xn 之 1) 是 ii,d.r.v. 序列 ,EXI 二 a, 则 对 直线 上 任 一 有 界 连续 

函数 fO), 
limELf (CX + = + X,)/n)] = fla). 

3. 设 {X,;n 22 1) 是 两 两 独立 r.v, 序列 ,EX' 二 a, 证 明 :{X,} BAS K 3k 
定律 . 

4. 试 利用 弱 大 数 定律 证 明 


lim 


f ' Ge) t = F fG az dv = 
o Jog) + = + g(z,) Jedz 


其 中 f(x), g) 是 [0,1] 上 正 的 连续 函数 , 且 存在 常数 c > 0 使 f(x) < 
cegla). 

5. 设 {X,in 之 11 是 一 TIRARME FE EA r.v., HX} 
jZ k, EX X, < 0. WE: (X,) 服从 弱 大 数 定律 . 


6 (Xun > L) AL r. v. AAEM: P| limX, = 0) = 1 当 且 仅 当 对 


在 给 的 e> 0, DIPOUX,| 29 < o. 
7. Xan > 1) 是 独立 rw 序列 , 则 
P Six aka) = 0 或 1. 
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BIX sn 22 1) 是 独立 rv 序列 ,EX, — a, > 0, Xia, = 0, 


Evar Ta)’ < eo, 
则 以 概率 1 有 Ë m 
lim( Dx) [| Da) = 1. 
9 设 {X.in 1) RAWAT MEDE SAA RN v 序列 , 则 {X.} 服 


从 强大 数 定律 . 
10. 设 {X,yn 22 1) E r.v. 序列 ,EX, = 0 0 = 1,2,…), 且 对 某 一 


r> l, Da tnElX,|” < oo, 那么 二 MX 一 0a.s. 
= £ 
11. B(X n 21) ii drv. 序列 ,那么 EX = 0, EX? < co 当 且 仅 当 


对 任 一 满足 条 件 > as -= 1 的 常数 列 {aui 8 — oem n > 1 成立 着 


as — 0 as. 


4 


12. W(X.n2 1) Eii d. r. v. 序列 之 1 那么 条 件 瑟 | 已 | < co R EX, 
二 6 等 价 于 条 件 :对 任 给 的 :> 0, 
DP |S,/n — b| 2 s) < so. 


IK XS) Lid. rv 序列 ,PCOG 一 0) <1 Y 1X,a.s. RR 


如 果 PC 220) = 1M YX, = eo a.s. 

MXS E Li. d. r. v. FARA EsuplX,/l < ce 当 且 仅 当 
E|X,llog* |X,| < e°. ” 

1m1 iidr v FAAA n ` max |X| — 0 当 且 仅 当 
nP(|X,] > a) = 001); X n! max |X,| — 0 a.s. HEAR E|X,| < o0. 

{提示 :P[ max |X.| >ne) = PC(|X,I >w $ PHIX] <n.) 

16. 证 明 : 在 定理 5.1 的 条 件 下 

limsup— 3 = V2 a.s. 


= ([ Sz) loglog Dx) ve 
= = 


17. 投 {Xn 2 1) E Lid r.v. 序列 ,EX, = 0, EX} < co. 证 明 : 
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liminf|S,]/ VW =0 a.s. 
18. BEX nin S1) Rar RA NCO, APAM r v. INEKE = 


312 oo B a, = nG ENX) 服从 重 对 数 律 ， 
(提示 :利用 S./s, 的 尾 概率 的 估计 . ) 
19. 设 (aa 六 1) Æ iidr. v. F3], EX: = co. 证 明 


limsup 1S,| 


一 一 一 oo SS 
P Cloglog n)” a 


第 四 章 MENEH 


在 第 二 章 中 ,我 们 讨论 了 r. v. (组 ) 列 的 依 分 布 收敛 性 , 本 章 的 主要 目的 
在 于 把 它 推广 到 随机 过 程 情形 , 即 讨论 随机 过 程 列 { 和 (DiE 了 一 1 2 
在 样本 空间 中 所 导出 的 概率 测度 序列 {P,;n 二 1,2,…} 的 弱 收 伍 性 :给 出 独立 
r, v, (组 ) 列 所 产生 的 部 分 和 过 程 弱 收 敛 的 条 件 ,特别 讨论 它 弱 收银 于 Wiener 
过 程 的 条 件 . 

度量 空间 上 概率 测度 弱 收 敛 的 定义 及 其 等 价 条 件 将 在 8 1 中 给 出 .为 了 
作 进 一 步 讨 论 ,我 们 在 8 2 中 ,对 一 些 典型 的 度量 空间 (如 C[0,1]) 上 的 概率 
测度 弱 收敛 进行 分 析 , 指 明 它 与 有 限 维 欧 氏 空间 上 依 分 布 收敛 的 区 别 . 在 此 基 
础 上 ,给 出 一 般 度 量 空间 上 概率 测度 弱 收 敛 的 条 件 及 独立 rv 组 列 所 产生 的 
部 分 和 过 程 弱 收敛 于 Wiener 过 程 的 条 件 . 为 便于 读者 阅读 ,把 本 章 用 到 的 有 
关 拓 扑 学 ,函数 论 等 方面 的 一 些 基本 概念 和 定理 列 于 附录 一 


$1 度量 空间 上 的 概率 测度 


设 (5,p) 是 一 个 度量 空间 , 浸 是 由 5S 的 一 切 开 子 集 生成 的 c 域 . 我 们 称 Z 
可 测 集 是 S 中 的 Borel 8. 定义 在 儿 上 的 实 值 函 数 k 称 为 一 个 测度 ,如 果 它 非 
fio AWE #(@) = 0. 

当 (S) < co B fr u EE S RBI r. 特别 当 PS) 一 1 时 , 称 7 为 概率 测度 . 

在 这 一 节 中 ,我 们 将 把 实 值 r.v. 的 概率 分 布 的 一 些 性 质 推广 到 度量 空间 
的 概率 测度 上 去 . 

定义 1.1 设 w 是 喝 上 的 有 限 测度 ,如 果 对 集 忌 E 多 有 

pE)= sup {jy(F); F C E, FEAR?) 
一 inf {kx(G); EC G, G 是 开 集 }， 
NIR E E EMM. E E € 多 都 是 x 正则 的 , 则 称 # 是 一 个 正则 测度 . 

由 定义 直接 可 知 E€ 多 为 正则 的 充 要 条 件 是 对 每 一 e 沁 0, 存在 一 个 开 
集 G 和 一 个 闭 集 FF, 使 得 FCECGHAG—F)<e 

定理 1.1 令 S 是 度量 空间 ,那么 吧 上 每 一 有 限 测度 /是 正则 的 . 

证 “ 记 沈 为 鹃 中 所 有 天 正则 集 组 成 的 集 类 . 我 们 来 证 安 = S. 首先 证 
H Z ko bk. 2 5 SSE TR XEHUE, 8 2 ,S 6 Z. E € % Be>0, 
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那么 由 定义 1.1, 存 在 一 开 集 G. ERAR F. C EE, 使 得 
BG) — €/2 < plE) < pF) + 6/2. 

于 是 AG, — FO) = x(G) 一 HED < s, SIRAMEBI WA G; C E C Fh B 
F; — G; = G, — F, 1k G: 是 闭 集 ,F: 是 开 集 .由 此 可 得 玉 E Z, 

MPE, C 2, n=1,2, JE E = ÜE.. TE E € Z. i e> 0. 由 定义 存 
EFR Gue D E, RAR F... C 已 ,使 得 

(Ge 一下) < 8/3. 

jg G, = ÜG... 显然 G 是 开 集 . 因 x 是 有 限 测度 , 易 见 存在 一 ne) 使 得 


H ÜF, ÜF < s/2. 


BF -ÜF EMS Bg 
F.C E CÇ. 
及 


(G, — FOS DUG — F.) + IÍ Ü F.N Ü F... 
"= "= = 


< > = + $ <s, 
这 就 得 证 上 € R. Ait Z E 56 B)J— + T oi. 
其 次 ,如 果 我 们 能 证 明 ZEAR S 中 的 所 有 开 子 集 ,或 等 价 地 , 宏 包 含 3 中 
的 所 有 闭 子 集 ,那么 就 得 证 % = 有 劝 . 设 下 是 $ 的 一 个 闭 子 集 , 它 是 一 个 Cr 集 ， 
Bh F WJ DLS S 中 可 列 多 个 开 集 之 交 . 事实 上 , 若 以 
plz, F) = infole, y) 
记 工 与 集 F 的 距离 ,那么 可 写 


F=ĵ lrei), 


=1 


因此 存在 一 列 不 增 的 开 集 {G.) EF = limG, =Ñ Gn KHAR, IE x(F) 一 
lima(G,). H £ > 0. FE N, = No(e) 使 得 PCGw — F) <e iB F= F, G, = 
Cnw, 于 是 


PCFCG, KG 一 FD)<e 
Bl F € R.E. 
E 出 定理 1.1, 宴 上 的 有 限 测度 上 可 由 所 有 闭 集 刁 上 的 值 x(F) 确定 . 
现在 我 们 把 弱 收 敛 的 概念 拓 广 到 度量 空间 (S ,2) 的 测度 上 去 . 
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定义 1.2 设 C = CS) 是 由 定义 在 S 上 的 一 切 有 界 实 值 连续 函数 组 成 
的 集 . 又 设 {p,posn 之 ES 上 的 有 限 测度 序列 , 若 对 每 一 5 € C(S) 有 


limf gdz = fears d.i) 


则 称 z, BERF p, 记 作 z, => n. 

定义 1.3 WREE B) 的 边界 集 E — E — E B n W E 2 0, R E 
是 关连 续集 ,其 中 五 是 五 的 闭 包 , 瑟 "是 五 的 内 部 . 

设 $ 是 度 最 空间 ,多 是 它 的 Borel oik, LO, Y, P) 有 是 一 个 概率 空间 .我 
们 称 映 射 X:Q -3 为 -er 可 测 的 ,车 对 每 一 BE 吗 有 {wo:XCo) € B) € -er， 
并 称 X 为 随机 元 . 它 在 多 上 导出 的 概率 分 布 Px 由 

P(B) = PXB), BEA . 
定义 . 假设 存在 一 列 定 义 在 (Qn, ,P) 上 取 值 于 5 r ibB68LGP|IX X n 21), 
记 它 们 对 应 的 概率 分 布 列 为 {Px,Px,in 2 1). 如果 
Px, = PX; = P, = PX-', 
RARR X kirpik T X. in X, —> XRX, X. 显然 ,概率 测度 弱 
收 全 的 每 一 结果 对 应 着 依 分 布 收敛 的 相应 结果 ,反之 亦 然 . 

定理 1.2 lean 2 1) 是 名 上 的 有 限 测度 列 ,那么 下 列 事实 等 价 : 

Dp > H; 

Gi) 对 每 一 闭 集 下 ,x(F) Z limsup "FH lime, (5) = uS); 

Gii 对 每 一 开 集 G, plG) 所 liminf (G HR limu, (S) = (S): 

Gv) 对 每 一 连续 集 E, lima (E) = gE). 

证 OSG) ËF JESWE—BT AH - NZ 16 Fs = (z € 
Siela F) < 1/N1,BR2Z F 5 F. 是 互 不 相交 的 闭 集 . 可 以 证 明 ,存在 函数 gx 
€ C(S) 80 S< zg < 1,%W z € F, gula) 一 1 而 对 zE FS, gy(z) = 0. + 
是 对 每 一 NN 之 1 有 


limsupz, (F)< limsup | grira = ferdu 
= Í, gyda < pFw). 
因 Fy tF Ee fi RRB, Ir llim (F) = p(F). 由 上 式 就 得 


aF) Z limsupy, (F). 


GDCD 由 闭 集 和 开 集 的 互补 性 即 得 . 
Gi=>Gv) HE RAW ERR. RA uE- E) 一 0. 因 五 是 闭 集 ， 
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E 是 开 集 ,由 (ii) RGD 有 
AEY) < liminfp,(E") < liminfa, (K) 
和 
aE) > limsupz, Œ) > limsupz, (E). 
HFI aE) = E) = pE ATT G 成立. 
GVS 设 对 每 一 4 ERE E Alima (E) = uE). 现 证 (1, 1) 式 成 
立 . 对 任 给 8E CCS), 设 和 是 按 下 式 定义 的 了 : 的 “ 域 上 的 有 限 测 度 ， 
B) = p{x E S: g(x) € B}, 
HP B Jš R: 的 Borel 集 , 即 如 = zg", BI pa EARME. XA z 有 界 , 故 存 
在 一 闭 区 间 [a,61, 使 得 a < g(z) < b, 注意 到 Am 至 多 只 有 可 列 多 个 测度 为 正 
的 单 点 集 , 故 对 任 给 的 之 0, 可 选取 一 个 分 划 a = <a < = <t = b, E 
对 j= 1.2. N, 
Ú — t. < 
HE 
uiz € Sig(z) = t,)= pal{t}) = 0. 
W ES (z € S, ti < gG) S< t,), J= 15 N. WA EE En J S P 
两 两 不 相交 的 Borel $, 
S = UE, 
BE =E C {rE S; g(z) = tja) U tz € S:g(z) = t}. Nik aE; Ep 
=0,j=1,2,-.,N. Br 1 
limy (E) = kp(E,), j= 2 N. 


设 产 是 3 上 如 下 的 简单 函数 : 


N 


h= Ñ) i ls» 
= 
那么 
sup |zg(z) — hG@)|< z. 
HFa LRS 


|J=. 一 Í gdr, 
s s 


< f ie — hlds + |a — fada] + f 1g- hlan 


x 
LS + > lule [aE 一 E | + eS). 
= 


办 SEC 一 1…N) 是 凡 连 续集 ,由 任意 性 即 得 (iD 
推论 1.1 Eka Ei BHEE [Bj S 的 = 域 上 两 个 有 限 测度 , 若 对 任 一 EC(S) 
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满足 


fiear = fean 
那么 二 + 


证 HE nlg an = v BE Z H n,—> z R EE 1.2 可 得 对 所 有 闭 集 
FAESA). AIRE LA AE S v(F) DX S 中 一 切 闭 集 ,x 与 v 是 
相同 的 . 由 此 按 定理 1.1 后 的 注 即 得 = = v. 

推论 1.2 x= B m> z = v. 

由 定理 1. 2 还 可 推出 度量 空间 上 测度 弱 收 全 的 下 述 充分 条 和 件 ,它们 的 证 
BJA Bi. 

定理 1.3 WBlnpgan 之 1) 是 度量 空间 (5,p) 上 的 有 限 测度 列 , Y 
《S,p) 的 可 测 集 类 多 CARE: 

G) F 关于 有 限 交 封闭 ， 

Gi) S 的 任 一 开 子 集 是 中 元 的 可 列 并 . 

WARNE A E F 成 立 limp,(4) = KA RA 
M> p 

推论 1. Biesen >l) EE S Bj S 上 的 有 限 测 度 列 ,S 的 可 测 
RT C 到 满足 : 

(iD 多 关于 有 限 交 封闭 ; 

GD 对 任 一 TE SR&R:,>048 AE Z, z € AC ACS.(e 2 
(y:e(z,y) < e}. 
那么 若 对 任 一 4E Z 成 立 lm Cd) = p(A), 就 有 

I => P. 

推论 1.4 设 $ 是 可 分 度量 空间 ,着 对 5 中 任意 有 限 个 开 球 的 交 A, 5 

pA) 一 0 时 有 
limz,(A) = eA), 
BAR s, => x. 

最 后 ,我 们 将 定理 1. 2 的 Gi) 改 为 函数 形式 . 

定理 1,4 ”有 限 测 度 列 {p,3n 之 1} 轮 收 化 于 有 限 测度 n 的 充 要 条 件 是 对 
每 一 个 非 负 的 下 半 连 续 的 (使 对 每 一 非 负 实数 4d,{ rz:x € S,f(z)> d ) Ë 
《S,p) 中 的 开 集 ), 有 


lminf fås, > | faz. 0.2 
证 “注意 到 若 G 为 开 集 , 则 L.C) 是 下 半 连 续 的 , 故 由 定理 1 2(iii) 即 可 
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推出 条 件 是 充分 的 
现 证 必要 性 . 注意 到 若 对 有 界 的 六 (1. 2? 式 成 立 , 则 由 fA N ”的 下 半 连 
续 性 及 


liminf| fa. > limini | . A Mde, > Í Uf A Mdp 
和 单调 收敛 定理 可 得 
tmint] fd > | faz. 

因此 只 需 证 明 当 p 地 jy 时 ,对 有 界 下 半 连 续 f 成 立 (1,2), 不 失 一 般 性 可 设 0 委 
f<1.* 

Am = {r fr > k/m), k=, lovem =l, ml, 

i= 

AN Ya, 

则 是 下 半 连 续 的 , 生 对 每 一 +, 存 在 最 大 的 和 ,使 


z€ Am 0<4=< Ai 
z € Am k, + 1 <£ < m — 1. 


所 以 
如 
| Fa) — fala) | = le - LIL, G) 
=: 
ko 1 
= |o x < = 
由 此 即 得 


本 ， Lol pa _ 1 
limin] fapa limf Aade — J 22 py 22 imi gA. 一 六 


> LS can 一 二 ~ ar- L 
让 m — co 就 得 证 (1. 2) 成 立 .证 毕 . 
82 几 个 常见 的 度量 空间 上 概率 测度 的 弱 收 敛 性 
为 了 进一步 讨论 度量 空间 上 概率 测度 弱 收 敛 的 条 件 , 在 这 里 我 们 具体 分 


© rÀ = max(r.y). 
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恬 几 个 典型 的 度量 空间 上 概率 测度 弱 收 伍 的 特征 ,以 找 出 阿 题 的 症结 所 在 . 在 
此 之 前 先 引 人 两 个 概念 . 

21 ”确定 类 与 收 钱 确定 类 

定义 2.1 BS, oZ) 是 度量 可 测 空 间 , 集 类 Sr (C 2) 称 为 确定 类 ,如 
RUSA) 上 任 两 概率 测度 号 得 ,对 尾 一 A € 多 ,满足 P(4) = Q(A) H, 
就 有 也 圭 Q, 也 即 可 推出 对 任 一 BE Z, P) =Q). AF 为 收 雍 确定 类 ， 
MRS, B) 上 任 一 概率 测度 列 {P,P,,n 关 1) ,对 ,多 中 一 切 已 连续 集 4, 若 
成 立 P,(4) 一 P(A) ,就 有 P.,=> P. 

由 定理 1, 1 的 证 明 可 知 闭 集 类 是 确定 类 , 任 一 个 生成 Z H nR 也 是 确 
ER. 又 由 推论 1. 4 可 知 ,可 分 度量 空间 中 开 球 的 有 限 交 全 体 是 一 个 收敛 确定 
类 , 容易 看 出 ,车 多 是 一 个 收 敏 确 定 类 , 则 7 也 是 一 个 确定 类 . 反之 不 真 . 例 
如 5S 二 [0,1), 绍 为 [0,1) 中 一 切 蕊 可 测 集 ,2 为 普通 距离 ,8 为 一 切 半 开 半 闭 
区 间 [e,6), 0 <a, b <1. BA F 是 确定 类 . 现 设 P.,P 分别 是 概率 为 1 地 取 
值 1 一 1/n, 0 的 r.v. 的 概率 分 布 .对 任 一 [a,5) € 7, P(da,b)) = Plab) 
一 0, 而 当 z(> G D 趋向 co 时 ， 

P,([a,b)) = 0— Pí[a,5)) = 0, 
然而 P, PAKAT 忆 , 即 .多 RERAMEX. 

下 面 我 们 依次 来 讨论 维 欧 氏 空间 R', 无 穷 维 空间 R" ,空间 C[0,1] 上 概 
率 测 度 弱 收 僵 性 的 特性 . 

2.2 R 

Ba, € Ri 记 a 魏 b 当 且 仅 当 它 们 的 分 量 满足 忆 科 4 = 1, b). 1 
e= (l,e ,1). R* HÉ} Borel 可 测 集 全体 记 为 Z. R, 2) 上 概率 测度 尸 所 对 
应 的 上 元 分 布 函数 已 (x) = Piy:y<x),x € RA. 我 们 来 讨论 R* 中 概率 测度 已 
弱 收 敛 于 概率 测度 王 与 它们 对 应 的 上 元 d.f. 忆 ,的 依 分 布 收 伍 之 间 的 关系 , 

定义 2.2 XR ERA AIHER e> 0, 存 在 6 = 6(e,x) > 0, 使 当 
x — óe <y<x+ óe, 8 FOO — F| < =, SPK ES F fE Pa x REEN. 
若 对 任 给 = > 0, 存 在 6 = 5(e,x) > 0, f 4 x < y < x + Še 时 ,就 有 
IFO) 一 F(y)| 之 8, 则 称 函 数 下 在 点 x 是 上 连续 的 ,类 似 地 可 定义 下 连续 . 

由 定义 可 见 d. f. F EA x 是 下 连续 的 . 这 样 ,d.f.F 在 点 x 是 连续 的 当 且 
仅 当 五 在 点 x 是 上 连续 的 HT d. f. FOX) = Ply;y < 之 x) 是 不 减 的 ,所 以 下 在 
点 x 是 上 连续 的 当 且 仅 当 


D SUFAR 2 称 为 + 系 , 若 对 任 两 4,8€ ,都 有 AB € Z. 
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F(X) = inf F(x + õe) 一 infP iy iy <x + 5e}= P(y:y <x}. 
由 此 即 知 ,d.f. 玉 在 点 x BERRY B (9 8 A = {yy <x) 是 卫 连 续集 , 即 
Pa4-} = 0. 由 此 我 们 有 
定理 2.1 Por 的 充 要 条 件 是 FF 


证 ”由 定 理 1.2 知 条 件 必 要 .反之 ,假设 d.f. 已 -= F Ed. t. FO) 的 

每 一 连续 点 x 上 ,F,(x) 一 了 (x). 记 
F 为 一 切 [a,b) ,其 中 2 个 包含 [a,b) 的 
表面 的 上 一 1 维 超 平面 之 P 测度 为 零 . 
我 们 来 验证 多 满足 推论 1, 3 的 条 件 , 显然 ,多 关于 有 限 交 是 封闭 的 , 又 对 任 一 
zE RR :> o Alab) CS) E Plda,b)) = 0, 但 对 任 一 4E 多 ,A 
= [ab) 的 每 一 顶点 都 是 F 的 连续 点 ,所 以 
P,(A) = >) EF) — >) + FG) = P(A), 

其 中 DY + FO = Op — 2IF00@2 a 5) + + 
(~ IPF, ea). 由 推论 1,3 RE PSP. 

从 证 明 中 可 知 多 是 一 个 收 敏 确定 类 , 故 也 是 确定 类 . 这 样 ,在 维 欧 氏 空 
间 RE 中 ,概率 测度 弱 收 化 性 与 对 应 分 布 的 弱 收 化 性 是 一 致 的 . 

2.3 R” 

R” 为 一 切实 数列 x = rr), L 
SA 1 |r| 
£: 2 l+ |z, — 11” 
EER 的 一 个 距离 . 点 x RJ 303 29 

Na G) = {yije yl <= i= 1,264), 

其 中 为 任 给 自然 数 . 由 这 样 的 邻 域 产生 的 拓扑 ,其 中 每 一 开 集 可 表 为 形 如 下 
的 集 的 可 列 并 : 


px,y) = 


Bı XR! XR X, 

Hp B, 是 R 的 开 集 , 关于 这 一 拓扑 ,R" 是 可 分 完备 的 度量 空间 、 
Bl =, i R E R HARRE, EmO = Cris ,z,). 可 以 验证 它 是 连续 
的 ,因此 也 是 可 测 的 . 对 2 rR £— Borel $ H , m 'H = H X R! X R' X o jË 
有 限 维基 底 的 柱 集 ,简称 有 限 维 柱 集 ,也 称 柱 集 . 一 切 有 限 维 柱 集 全 体 记 为 
有 多, 它 是 一 个 域 , 且 由 于 Nu € 2, R° 可 分 " ,所 以 oF)= S> (R> L 


六 ”度量 空间 (5,P) 说 是 可 分 的 , 若 $ 包含 一 可 列 稠密 子 集 . 坐标 为 有 理 数 的 点 的 全 体 是 R” 的 一 
可 列 稠密 集 . 
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— J Borel 集 组 成 的 o 域 ). 由 此 可 知 , 纪 是 一 个 确定 类 . 

Ë P E (R°,o,2”) LERNE, P ER 上 的 局 部 化 是 指 R" 上 的 概率 测 
度 P 2 :对 任 一 4 € Z” 

POCA) = Pr A) = P(AXR XR X +=). 

对 度量 可 测 空间 (R" o, B) LARNER kakik RTL 

定理 2. 2 (R.o) 上 概率 测度 PSP 的 充 要 条 件 是 对 每 一 自然 数 
m, PPSP™, 

E SUY, HF 中 一 切 P 过 续集 .我 们 来 验证 2 满足 推论 1.3 的 条 
件 , 显然 (i) 被 满足 , 现 验证 (ii), 对 任 一 x € R”, > 0, 我 人 有 如 及 e 之 0 使 
得 Niw 00 € Uo Bx E€ N, O CSCx,5). 事 实 上 ,对 给 定 e, 有 如 使 D2 


A 
< s/2. H y € Ny 时 , |z; yil < s/2, i= 15 skos HA 
° 各 
et 一 二 

BJ y € SGx,e) ,得 N... a GO C SG). 由 此 不 难看 出 存在 0 < # < e/2 使 
P{aN, e G) = 0. 得 证 Gi) 成 立 . 故 由 推论 1.3 可 得 P=>P 的 充 要 条 件 是 对 任 
— À € Kis P(A) — P (A). ERR A, SYRIAE UP R %¿ Ph m 
维 柱 集 全 休 . 这 样 ,对 任 一 4 € Uo PA) — PLA) 的 充 要 条 件 是 对 一 切 m, 
了 一 Po 证 毕 . 

这 就 是 说 ,R” 中 概率 测度 的 弱 收 化 问题 可 以 归结 为 一 切 有 限 维 分 布 的 收 
B. 

2.4 C[o,1] 

C = C[0,1] 为 区 间 [0,1] 上 连续 函数 全 体 . 它 对 于 一 致 虑 离 Pp; 

p(z,y) = sup |z — yO 


是 可 分 .完备 的 . 
HERH fotost sta € [0,1], 记 天 是 C 到 R 中 的 投影 映射 


Rape Am (Eate Th)). 


B z, 是 C 到 R* 中 的 连续 映射 . 此 时 对 任 一 * 维 Borel 集 BE€ St xi. B 
€ (C 中 Borel R). E mol aB DARRER. 以 ,多 记 一 切 有 限 维 柱 集 全 
体 . 注意 到 闭 球 {y:pCx,y) S=) 一 5Cx,5) 是 有 限 维 柱 集 {y: IxG/n) —yG/n)| 
<=, i= 1," ) 当 -oo 时 的 极 眼 , 且 C 可 分 ,所 以 <( 多 ) = E. AEA 
是 一 个 确定 类 . 

但 多 不 是 收 化 确定 类 .事实 上 , 设 P 了 是 概率 集中 在 x(2) 三 0 的 一 个 概率 
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测度 ,P, 是 概率 集中 在 


x) 


nt, LESES TCE 
1 co ln sS2/n, 
0, 2/n<:<1 


的 概率 测度 , 此 时 对 每 一 固定 的 上 +，ze(G) 
— OG > o0), 但 关于 + 不 是 一 致 地 成 立 . 


0 H ror HFFR A = S(0,1/2)， 
n ad = (=: sup|zG)] = 1/2}, 
POA) = 0. 


因为 sup1z,t) 一 0 = Lk z, € A. jt P(A) = 0 +P(A) = 1, 这 就 是 说 
P, 不 弱 收敛 于 P. 但 对 于 任 一 有 限 维 柱 集 4, 若 已 (34) = 0, 就 有 P,(4) 一 
P(4), EREE A= x B,B € D, H 2/n S AEO H n. BF. Ri 
P,CA) = P(4). 即 得 证 Z 不 是 收 伍 确定 类 . 

这 就 是 说 , 在 度量 空间 (C, 儿 ) 中 ,概率 测度 的 有 限 维 收敛 性 不 能 推 得 概 
率 测度 的 弱 收 化 性 . 这 样 就 提出 了 一 个 问题 :度量 空间 中 ,在 什么 条 件 下 ,概率 
测度 的 有 限 维 分 布 收 倒 可 以 导致 它 的 弱 收 敛 . 这 一 问题 将 在 Š 4 中 给 出 回答 ， 
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RX Xon 2 1) 是 定义 在 概率 室 间 (0,.wx,P) 上 取 值 于 度量 可 测 空 间 
(Ssp B) 的 随机 元 序列 , 在 本 节 中 ,我 们 来 讨论 随机 元 序列 的 依 分 布 收 敛 及 
其 与 依 概率 收敛 间 的 关系 ， 

31 fk k 

我 们 已 知 随机 元 序列 {Xn Z 1) RA AFL X 就 是 它们 对 应 
的 概率 测度 P. = PX; ' BRAF Px = PX ', 所 以 由 定理 1.2 即 可 写 出 下 述 
定理 

定理 3.1 ”下 述 命题 等 价 : 

OXX; 

GD 对 每 一 闭 集 CC S ,limsupP (X, € F)S< P (X € F}; 

Gü) 对 每 一 开 集 GC S,liminfP (X, € G)> PIX € G), 

Gv) H X ME EER AMK PiX € 允 } 一 0 时 ,有 

limP{X, € A)= P (X € A). 
定理 3.2 h E Bs BI CS 2) 到 度量 空间 (3' Z) TRR. 记 
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六 的 不 连续 点 集 为 D 那么 着 3 上 概率 测度 PSP, E POD) = 0, 就 有 
Ph SPR. 
用 随机 元 的 术语 来 说 ,车 六 ,<> X, PIX € D.) = 0, AX.) AX). 
证 ”我 们 来 证 对 5’ 中 任 一 闭 集 瑚 有 
limsup Ph (F) < Ph (F), 
因为 PP, 
limsup P, (AO F)) < limsup P AD) < PG” CF). 
WAT C D, U AUE). 由 假设 POD) = 0, 所 以 PNF) = 
了 (Uh 1(F)), 这 就 得 证 P. SPR. 
定理 3.3 O) 着 对 任 一 Ah € CS) P, =P] P= P. 
GD 反之 ,车 P, 一 P, 庆 是 有 界 实 值 可 测 函 数 ,P(D,) = 0, 则 
fap, > far. 
证 G) EH E— h € C(S),# PA SPR RARE f € C(R') 有 
[reypa aa 一 j LACr) Ph lda). 
由 积分 变换 得 
Joopm (dy) > JAAP). 


对 于 给 定 的 A, 有 实数 MM, 使 |h(y) | < M. 现在 令 
—M, r< M. 
=]. 3 ld < M, 
M, XW: > M. 
这 时 fCh(y)) =A). 得 证 | AAP, ~ foar, P >P. 
GD 此 时 D, 可 测 , 由 定理 3. 2 即 得 结论 ， 
3.2 BERKEY 
定义 3.1 ， 称 到 值 于 度量 可 测 空间 (SP, 专 ) HANEN Xn 2 1} 
依 概率 收敛 于 随机 元 和, 若 对 任 一 e 之 0 
PPX, X) Z s)— 0. 
wex X. 
与 实 值 r. ,一 样 ,我 们 有 


° REER D, € 22. 
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定理 3.4 MX ESPERES a M X, a YANS X, — a, 
证 “条件 必要 对 5 中 任 一 闭 集 下 ,由 于 
(X, € F)C X, € F, a € F) U (X, € F,a € F5, 
我 们 有 
P{X, € FI P{a € F)+ P(p(a,X,) > pla, F) > 0). 
因为 ,一 > a, 上 式 右边 第 二 项 趋 于 0, 由 此 可 得 
limsup P (X, € F)< P (a € F), 


所 以 X, >a. 
RERA IEAS {y:o(yva) > e), P, BRRR PHE a 的 概率 测度 , 则 
A 是 已. 连续 集 ,由 于 X, 一 > a, 所 以 
P (p(X,,a) Z ey P(A) — P(A) = 0, 
得 证 X 一 > a. 
BHX Y) 是 可 分 度量 空间 (5 oD) 的 两 列 随机 元 序列 . 不 难 证 明 
引 理 3.1 设 5 可 分 , 则 p(X,,Y,) E S x S 到 R' 上 的 一 个 连续 映射 
这 就 是 说 P(X, 了,) 是 一 个 实 值 rv 
定理 3.5 # X, a B oX Y.) 一 0, 则 
Y, x. 
Ë RFESHHATR iF = lro, F) <e) F BE S 的 团子 
集 .我 们 有 
PIY, € F)< P {pK YD) > e) PX, € Fa. 
由 假设 及 定理 3.1 ,我 们 推 得 
limsupP (Y, € F)< limsupP (X, € F) P (X € F.), 


当 e 0 时 ,上 ,这 就 得 证 一 > X. 

法 “定理 3.5 是 第 - 章 定理 5.5(Siutsky 引 理 ) 在 度量 空间 情形 的 一 个 
推广 . 

定理 3.6 设 


4 
X. Kn o), X,— X (k> eo). 


若 对 任 一 < 之 0 
limsup limsup P (0(X,,,Y,) > e) = 0, 
F me 


则 


S3 BESLICIE P H e HE 133 


Y, x. 
证 ”对 任 给 的 S PAR Fi F, = (epla F) < e). RAE 
P (Y, € F} Ple(X,..Y,) Z s) + P (X, € F). 
由 假设 可 得 
limsup P (Y, € F)< PX, € F). 


再 由 X,— X B Fey FG — 0) 就 得 
limsup P Y, € F)< PIX € F). 

即 得 证 Y, 一 X. 

定理 3.7 车 XX, 则 对 X 的 每 一 连续 集 4 

P ((X, € A) A (X € A))— 0. 
Ë WER e> 0, 我 们 有 
PIX. € A,X € A)< PIXX) Se) + PXA) < s,X € A), 
PIX. € A,X € A< P(e(X.,X) > s) PIX, A) <e, X € A). 
H X, -一斑 , 可 以 推 得 
limsupP (X, E4)4(CXE4) 
< P(0(X,A) < s,X € A)+ PX, AN < e,X € A). 

M e40OB.3EfkI0(X,A) <E, X € A) U {PX AQ < e, XC A) AXE 
ad). 得 证 定理 的 结论 . 

推论 3.3 $X, 一 X XX. 

下 面 我 们 对 度量 空间 (S,p) 上 的 全 体 概率 测度 族 考察 上 述 诸 收 合 性 相应 
的 度量 , 众所周知 ,度量 空间 (S oO 上 概率 测度 P. 弱 收 敛 于 概率 测度 已, 相当 
于 对 概率 测度 问 的 Levy-Prohorov 距离， 
wP, Po) =inf (8: P, (A) < PA?) + ó, P,(A) < P(A) 十 人 ， 

对 所 有 闭 集 4 € ZS), 

其 中 A = {rply < RANA y € 4 成立} RE wP P) 一 0. 

我 们 也 熟知 对 了 到 值 子 度量 空间 (So) 上 的 随机 元 AXX, q X. X 
(a.s.) 可 推出 X, 一 > X, X Xa 一 X TË ii x, — X R Px>Px 
Skorohod 的 下 述 结果 指出 ,在 某 种 意义 下 ( 即 在 适当 的 参考 框架 — 概率 空 


间 上 ), 其 逆 成 立 ， 
定理 3.8 设 (S,p) 是 可 分 完备 的 度量 空间 , {P.,P;x 之 1) 是 (5, 儿 (5S)) 
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EERME, P, >P 一 co), AFERRA Py. ERE 
可 构造 S 值 随机 元 齐 {X,, 下 ;n > 11 使 得 

G) X, 的 概率 分 布 等 于 P.O = 1,2,…),X 的 概率 分 布 等 于 P; 

Gi) X, > X a.s. 

定理 的 证 明 从 略 , 请 参见 Ikeda 和 Watanabe(1981) 定理 2. 7. 

这 样 除 L, 收敛 外 ,a.s. 收敛 、 依 概率 收敛 及 依 分 布 收 伍 在 “本 质 上 ”是 相 
同 的 . 

对 应 己 收 化 , 它 相 应 的 概率 测度 间 臣 离 是 怎样 的 呢 ? 通 常 的 L, 距离 被 定 
义 为 ， 

| = Xil, = (EXI) 
假设 X; 有 概率 分 布 P,, i = 1,2, 且 (Xi,X,) 有 联合 概率 分 布 POLI P Æ P. 
和 P, 的 类 合 (coupling)), 易 见 了 不 是 唯一 的 , AFE RI TF L, 收敛 的 距离 定义 
为 : 
四 Up 
W,(P,,P.) = inf { foca 120P ed des)) ， 

# W,(P,.P.) 为 最 小 距离. 

FR u 55 W W 及 全 变 差 距离 

[| P, — P, |< = 2 sup [PD — PA] 
之 间 的 关系 , 设 离散 距离 do: 
l; M r= 
0, 3 z y. 
全 变 差 度量 是 离散 距离 d, 的 最 小 Ja 距离 
V P PY infaa P dz sdr) = TIP, — Pol ve 


dolr,y) -4 


= sup|P,(A) — P,(A)|. 

W, 通常 较 强 于 v MARI ,我 们 有 

定理 3. 9 W,(P.,P) -> 0 等 价 于 下 面 两 条 件 成 立 : 

G) wP, P) > 0; 

Gi) 对 某 mh € S, [eeroPadm = [eaP an, 
特别 地 , 当 p ARR w 与 W, 等 价 、 

BEW P PO) 的 精确 表示 式 是 难以 求 得 的 . 对 W, 有 人 给 出 了 一 个 对 
偶 性 表示 式 (参见 Chen,M.F. (1992) ,定理 5. 41); 对 几 个 特殊 情形 有 如 下 结 
果 : 设 P, 是 实 直线 土 的 概率 测度 , 它 对 应 的 分 布 函 数 为 F(x) ,二 1,2. 那么 
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WPP) = | PE — Fia) lde. 


LE P, ERZ) (d > 1) 上 4 元 正春 分 布 , 它 的 均值 向 量 为 m. , HFEA 
Mi 只 一 1,2, 那 么 


WP. PD = {hm — m]? + trM, + teM, — ar (VM Ms VMD”), 


其 中 trM 为 方 阵 M 的 迹 . 关于 W, 的 另 一 些 讨论 与 上 述 某 些 结果 的 证 明 可 参 
见 Chen,M.F. (1992) 8 5.1. 
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4.1 胎 紧 性 (tightness) 和 相对 紧 性 

定义 4.1 度量 空间 S 上 概率 测度 族 卫 = {Paa € T) 称 为 一 致 胎 紧 的 
(uniformly tight), XE e> 0, 有 紧 集 天 ,使 对 一 切 P. € H,# PAK) 
>1—&. 

显然 ,度量 空间 5 上 的 任 一 概率 测度 族 米 必 是 一 致 胎 紧 的 . 即使 单一 的 一 
个 概率 测度 P 也 未 必 是 胎 紧 的 . 事实 上 ,5S 上 概率 测度 了 是 胎 紧 的 当 且 仅 当 P 
有 一 个 = 紧 的 支撑 , 即 有 支撑 4, 它 可 表 成 可 列 个 紧 集 的 并 . 由 此 ,特别 当 度量 
空间 5S 是 5s 紧 时 ,S 上 任 一 概率 测度 了 是 胎 紧 的 . 对 于 单个 概率 测度 ,我 们 还 有 

定理 4.1 ”可 分 完备 度量 空间 S 上 的 概率 测度 P 是 胎 紧 的 . 

证 ”由 于 5 可 分 ,对 每 一 #, 存 在 开 的 1/4 球 列 {4.) OR S. 故 对 任 给 > 
OH kn E 


FÚ Au} > 1— /2", 

而 一 站 ,WJ AREARE HPS] e hS 的 完备 性 得 全 有 界 集 8 
BOH] B ŽK 是 紧 集 .所 以 P(K) > PO) > 1 — s. B) P EJ É BJ. 

我 们 来 看 度量 空间 上 概率 测度 弱 收 化 的 另 一 特性 . 

引 理 4.1 度量 空间 S 上 的 概率 测度 PSP 当 且 仅 当 {P,) 的 任 一 子 列 
(Pr) Sfm kak P 的 子 列 {Pw). 

此 命题 请 读者 自己 证 明之 . 由 此 ,我 们 可 引出 如 下 概念 . 

定义 4.2 ”度量 空间 (S Z) 土 的 概率 测度 族 工 说 是 绊 相 对 紧 揭 (Weakly 
relatively compact) ,车 卫 的 任 一 元 素 序列 {P,} 有 弱 收 伍 的 子 列 , 即 有 { 忆 .CC 
(P,) RSD) 上 的 概率 测度 QE P,—Q. 

定理 4.2 HCE) 中 概率 测度 列 { 忆 .} ,PP 一 己 的 充 要 条 件 是 {.} 是 弱 
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相对 紧 的 , 且 对 任何 如 € [01] P.z iy DDE og 

证 ”条件 必要 是 显然 的 . 现 证 条 件 充分 . 由 于 {P,} 是 弱 相 对 紧 的 , 故 {P。} 
的 任 一 子 列 {P*} ARRATIA Pe) BD 51838 W E Q R P,—Q. 所 以 对 
HE tooti € [0.1] 有 

PT 
因此 Qzrit 一 Prius 由 2.4 的 讨论 知 空间 C 中 的 有 限 维 柱 集 类 是 确定 类 ， 
由 此 忆 三 了 .这 就 证 明了 {P,} 的 任 一 子 列 {P,} ARAF P FAP), 
按 引 理 4.1 得 证 二. 证 毕 . 

这 一 定理 初步 回答 了 在 8 2 中 提出 的 问题 . 在 空间 C[0,1] 上 , 当 概率 测 
度 列 {P,} 弱 相 对 紧 时 ,概率 测度 有 限 维 分 布 的 收敛 性 可 以 导出 它 的 弱 收 敛 
性 .但 是 弱 相 对 紧 性 的 验证 是 不 容易 的 . 下 一 定理 启示 我 们 概率 测度 族 荆 = 
(Paue € T) 的 弱 相 对 紧 性 与 一 致 胎 紧 性 有 着 密切 的 联系 . 

定理 4. 3 RA) 上 概率 测度 族 卫 是 弱 相 对 紧 的 充 要 条 件 是 也是 一 致 
HRH. 

E R BHP) CH, P SB) d. f. 记 为 F,(z). 由 Helly 定 理 ， 
FETI (F) 及 有 界 不 减 的 左 连续 函数 O, EF h kk F. 设 
F(z) ÆRA) 上 所 对 应 的 测度 为 x, 易 见 此 时 p(R') < 1. 由 假设 对 任 给 
e 之 0, 存在 实数 a,5, 使 对 一 切 P,, 有 了 ,{[a,6]} 之 1 e iit TR ab H 
F(z) 的 连续 虑 . 由 此 可 得 py{[a,6]) 之 1 一 ,由 se 的 任意 性 推 得 x(R') 二 1, 这 
就 得 证 P, 过. 

条 件 必要 ”用 反 证 法 . 若 不 然 ,有 5 > 0, 使 对 每 一 上 有 P, € 五 ,使 得 
了 ,人 一 2 站) 委 1 一 &, 由 很 设 卫 是 弱 相 对 紧 的 ,所 以 {P,} APA P.) É R: 
上 概率 测度 Q 使 得 P,—Q, 这 样 对 任 一 实数 x > 0, 

Qi zsa) }< liminf Py ((— z,2) < liminf P, [一 mn])]< 1 — so 
这 与 Q 是 概率 测度 矛盾 ,证 毕 . 

4.2 Prohorov 定理 

定理 4. 4( 正 定理 )” 若 度量 空间 S 上 的 概率 测度 族 也是 一 致 胎 紧 的 , 则 
并 是 弱 相 对 紧 的 - 

定理 4. 5( 逆 定理 ) ” 设 $ 是 可 分 完备 的 度量 空间 ,S 上 的 横 率 测度 族 工 是 
弱 相 对 紧 的 , 则 H 是 一 致 胎 紧 的 ， 

正定 再 的 证 明 ”对 S 一 R',R”,o 紧 及 一 般 情形 依次 给 出 证 明 , 其 中 后 一 
情形 的 证 明 都 要 用 到 前 一 情形 已 被 证 明 的 结论 - 

P Š = Re 时 与 定理 4.3 对 RR! 的 证 明 相仿 . 从 略 ， 


$4 胎 紧 性 和 Prohorov 定理 137 


2° S= RR" 情形 

引 理 4. 2 车 瑟 是 S$ 上 一 致 胎 紧 的 概率 测度 族 ,， 是 度量 空间 $ 到 度量 空 
AS 上 的 连续 映射 , 则 并 = {PAP E N) 是 5S' 上 一 致 胎 紧 的 概率 测度 族 ， 

证 ”对 任 一 se 沁 0, 有 5 的 紧 集 天 ,使 对 任 一 已 E H,P(K)2>2 1 — s. iU 
K' = hK,WJ K' 是 $ HRR, HA'K DƏ K, Br 2 

PROK’) = P(AIK) > P(K) > 1 — e, 

RU H RO (R>, e°) 上 一 致 胎 紧 的 概率 测度 族 . 由 引 理 4, 2, 对 每 一 
{Prr P € H) ERA 上 一 致 胎 紧 的 概率 测度 族 . 由 1 对 耳 中 任 一 给 定 
KPO ATIP.) 使 {Pum !} ERA 中 弱 收 该 于 某 概率 测度 u. 由 对 
角 线 法 则 ,可 取得 {P,} 的 一 个 子 列 {P,}, 使 对 所 有 有 P. z; >u G — oo), B 
然 , 此 时 {4) 满足 Kolmogorov 定理 的 相 窒 性 条 件 ,所 以 在 (R™,:~) 上 存在 
概率 测度 Q WEI Qz; = pn 对 一 切 二 成 立 . 所 以 有 Pn >R. 利用 推论 
3.1 MA PSQ ARRET I ERAR R. 

余下 部 分 的 证 明 需 要 进一步 的 引 理 . 

设 5, 是 度量 空间 5 的 一 个 Borel 子 集 , 即 5。€ 久 . 则 5, 在 相对 拓扑 下 也 
是 一 个 度量 空间 . 此 时 

By = (A,A C So A € BC B. 
EPES, D) 上 的 概率 测度 且 了 (So) = 1. HP RRA ZRT Z BRG 
So Zo) 上 的 概率 测度 . 反 过 来 , 若 己 为 (So, B) 上 的 概率 测度 ,用 P 记 卫 扩 
EFES, A) 上 满足 P'(A) = P(A N So 的 概率 测度 , 此 时 已 (So) = 1. 

EPES A) 上 的 概率 浏 度 , 旦 P(So) = 1, 则 (P") 二 了 ;反之 ,车 了 是 
SoB 上 的 概率 测度 , 则 (P7 = P. 

在 引 理 4.1 及 定理 3.2 rh, hE S, B| S 的 戏 人 恒 等 映 射 , 就 可 写 出 

引 理 4.3 OERS, B) 中 一 致 有 抬 紧 的 概率 测度 族 , 则 了 = {PP 
€ M ESB) 中 一 致 胎 紧 的 概率 测度 族 . 

Gi) KES Z) ih P,=P WES, D) 中 P;= P. 

引 理 4.4 EES Z) 中 P,=P B P.(S,) 一 已 (So = 1, WES 2) 
中 PsP., 

证 S PEFR G = G 站 Sot G 28 S 的 开 子 集 . 因 为 PC) 一 
P.G), PG) = PCO), 所 以 从 P, >P A 

liminí PG) = liminf P,(G) > PG) = PG). 
得 证 PeP, 
3° o 紧 情 形 
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ESEK, MUS A ku] FII IK A F R° 中 CUryson 定理 ). XA 
3 是 o 紧 的 ,在 同 胚 映 射 下 , 它 的 像 也 是 = 紧 的 , 且 是 R> 的 一 个 Borel 子 集 .由 
定理 3.2 在 同 胚 映射 下 弱 收 伍 性 不 变 , RE I HR R ENR. 又 紧 集 在 
同 胚 映射 下 仍 是 紧 的 , 故 的 一 致 胎 紧 性 也 保持 ,所 以 可 用 3 ER 中 同 胚 的 
BRES. 

R S ER” 的 一 个 Borel FE. # HES, 2) 中 一 致 胎 紧 的 概率 测度 族 ， 
由 引 理 4. 3 48 IT ERA) 中 一 致 胎 紧 的 概率 测度 族 , 所 以 由 2 3 IT 38 
相对 紧 的 . 即 对 五 中 任 一 列 {P,), 其 对 应 的 {P5} AFA (Pz) 弱 收 敏 于 
R, A) 中 某 一 概率 测度 驴 . 因为 卫 是 一 致 胎 紧 的 ,对 任 纵 e 之 0, 有 5 的 紧 
FRK a P EHNA PK) > 1 一 e. 所 以 对 一 切 w* 有 

Ps(K) = P, (K N S) = P, (K) > 1 — z. 

于 是 Q(S) 之 Q(K) > limsupP,, (K) Z 1 — s, HA S 也 是 人 的 支撑 .因此 由 
引 理 4.4 得 (P=>@ , 即 


P,>®. 

这 就 证 明了 也 是 弱 相 对 紧 的 . 

各 一 般 情形 

设 S 是 度量 空间 , 卫 是 S 上 一 致 胎 紧 的 概率 测度 族 . 对 每 一 i 之 1 有 5 的 
紧 子 集 KK., 使 对 每 一 PE A PK) > 1- i. E S, = UK WA S, É H 
的 任 一 概率 测度 P 的 支撑 , 即 P(S。) = 1 对 每 一 PE 如 成 立 , 且 代 = (PP 
€ MESo Zo) 中 一 致 胎 紧 的 概率 测度 族 . 由 于 5 是 o。 紧 的 ,由 已 证 的 3° 知 
江 是 紧 相 对 紧 的 , 即 对 全 中 任 一 列 {P,), 对 应 的 {P;} 有 一 弱 收敛 的 子 列 
(P;E GS.) 中 ,Pi=>Q. 由 引 理 4.30i) MEPS, P> 
证 明了 五 是 弱 相 对 紧 的 ,正定 理 证 毕 . 

EERME 

当 立 仅 由 一 个 概率 测度 组 成 时 ,由 定理 4. 1 即 得 .假设 对 任 给 = > 0,6 > 
0, 有 5 球 的 有 限 集 A, A EHE P E A P ÚA) 之 1 一 6, 则 卫 必 
是 一 致 胎 紧 的 . 事实 上 ,此 时 对 任 给 的 e> 0 和 每 一 ,有 有 限 个 1/ 球 An，…， 
An 使 对 每 一 PE H 


P| Gas} > 1— e/2%. 


记 天 为 全 有 并 集 Å As 的 闭 包 , 那 么 PCK) > 1 一。 又 因 是 完备 的 , 放 全 
有 界 集 的 闭 包 K 是 紧 的 , 这 就 证 明了 I 是 一 至 胎 紧 的 . 
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B ERTEAN TIAA R I yfi ERRUR ARRA a> 0， 
六 > OA DRITTE RR AA PEEP € EP DA) <1— eo 


于 5 可 分 ,3 MURRO JERI A A" 的 并 .记忆 = Ü A, 由 上 可 知 有 克 中 
已 使 得 PCBJ) < 1 — s. BA B ERRI EN DPI PETA) BE 
化 于 某 极限 P, 又 因 B, EFR AEREN m E 
P(B.} < liminf P, (B,). 
s> mM B CB W — 
P(B) < limini P, (B,) << 1 一 er 
而 B15, 所 以 推 得 P(S) < 1 o FEIER. 
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5.1 C[0,1] 中 概率 测度 弱 收 敛 

由 于 空间 C = CL0,1] 是 可 分 完备 的 ,所 以 由 Prohorov 定 理 及 定理 4.2 即 
可 写 出 . 

定理 5.1 设 {P,P,;n 关 1} 是 (C,) 上 的 概率 测度 列 , 那 么 ,二 P 的 充 
KREE ERR A K hoti € [0.1], 8 Patrie PPR 1. EP) 
是 一 致 胎 紧 的 . 

这 样 ,验证 C 上 概率 测度 {P,} 的 一 致 胎 紧 性 就 成 为 C 上 概率 测度 是 否 弱 
收 敏 的 关键 . 这 里 我 们 给 出 一 个 充 要 条 件 , 并 在 此 基础 上 给 出 一 个 十 分 有 用 的 
充分 条 件 . 

空间 C 的 元 z = zG) 的 连续 模 定义 为 

re(9 = sup |=G) — z) | @<à<1, G.D 
也 记 作 u (z,ó). 
定理 5. 2 (C.A) 上 概率 测度 列 {P,} 是 一 致 胎 紧 的 充 要 条 件 是 : 
G) W£# > 0, 有 a > 0 使 对 每 一 n 


P,{r:|r(0) | > a)=< 7. (5.2) 
GD IHE e> 0, p> 0 # 2(0 < ë < 1) HERR nos 4 n > n, Bf 
P {ziw 0) Z g) <Ç 9. (5.3) 


证 ”条件 必要 BHP) 是 一 致 胎 紧 的 , 即 对 任 给 ?> 0, 有 紧 集 KK CC, 
使 对 每 一 x 有 P,(K) > 1 — 7. h Arzela-Ascoli 定理 知 对 充分 大 的 a 有 
KC{z:|r(0)| <a), 
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且 对 任 给 的 s > 0, 有 充分 小 的 8 = 5(e) > 0, 使 
K C {rw ð) < s). 
由 此 即 得 (i) AGD n = 1) 成 立 ， 
条 件 充分 MELIACEAE) 上 单一 概率 测度 P, 是 胎 紧 的 ,所 以 不 妨 
HGD 中 的 m = 1. 选 4 充分 大 , 记 4 = {z:lz(0)| < a) ,*FS— n A 
PA) 2 1 — 1/2. 
由 (i) IÉ ó, > 0,48 A, = (21w) < 1k) ,对 每 一 2 有 
PA) 21 — 97/2, 
IAN QAD WAEA KA P.K) 22 1 — 9, B tB Arzela-Ascoli 定理 知 天 
为 C 中 紧 集 . 因此 {了 P,} 是 一 致 胎 紧 的 .证 毕 . 
把 定理 5. 2 稍 作 改变 就 可 给 出 如 下 的 一 至 胎 紧 性 的 充分 条 件 - 
定理 5.3 ”着 下 两 条 件 被 满足 , 则 {P.} 是 一 致 胎 紧 的 . 
G) IER y> 0, 有 a 使 对 每 一 n 
Plzx: |e) | >a} S7; (5.4) 
GD HEA 20,020, # ó = (6,79) (0 之 6 之 1) 和 正 整 数 mm = n (e, 
从, 使 对 每 一 上 (0 =< ¿ < 1), 4 n ZZ: n Pr 
P.(zi: sup |z(s) — zo| Z= e) sç óg. (5.5) 
证 “只 需 验证 定理 S. 2 的 (ii) 被 满 足 , 对 取 定 的 9 < 1, 记 
A (e) = ta: Sup |zG) — =G) | 2 e). 
区 间 [o,1] 中 的 实数 s,t 各 在 形 如 [6, Gi 十 1)6] 的 某 区 间 中 ,车 |s t| <, 
则 s,t 所 在 区 间 相 同 或 相 邻 ,所 以 
P (zu (80) 2 30)< P,| U Asto} < (1 + [an< 2. 
< 


这 就 得 证 定理 5. 2 的 (ii) 被 满足 . 

52 ”随机 元 与 部 分 和 过 程 

KERZE, A, P) ACE) 的 可 测 映 射 

X. e — XW € C 

为 C 空 间 的 随机 元 或 随机 西数 . 此 时 对 每 一 EX(o) 二 X(t,w) 是 C 的 元 ， 
即 是 区 间 [0,1] 上 的 一 个 连续 函数 ;对 每 一 +: € [0,1], X(t,w) 作为 的 函数 
是 怎样 的 最? 我 们 有 

引 理 5.1 如 到 C 的 映射 X 是 C 值 随机 元 当 且 仅 当 对 每 一 +, XG) 是 一 
SRE r. v. 

E RASE 记 4= (xz.z € C, <G)< a). BIR A € #.# X E C 


85 C[6,1] 中 概率 测度 弱 收 伍 ,Densker 定理 141 


KMI BB XTEC r RA XA = {WX Gu) Kal Er MR t, 
XO BE r. v. 
条 件 充分 ”车 对 每 一 t+, XG) Erv i B E C PA y= yG) 为 中 心 ， 
6 为 半径 的 闭 球 ,那么 
X B= {wu:X(w) € B}=N {wy — Xr < ó) 


=N twy) — EXT) < y(r) + 8) € u, 
其 中 站 是 对 [0,1 中 全 体 有 理 数 * 来 取 的 . 由 于 C 可 分 , 闭 球 族 {Bs} 是 多 的 拓 
扑 基 , 故 得 和 2 C u BD X E C 的 随机 元 . 证 毕 . 
C 的 一 个 随机 元 列 {W,} 说 是 一 致 胎 紧 的 , 若 它 对 应 的 分 布 列 {P,} 是 一 至 
胎 紧 的 . 现在 容易 把 C 上 概率 测度 列 一 致 胎 紧 性 的 结论 转换 成 关于 C 上 随机 
元 列 一 致 胎 紧 性 的 结论 . 然后 利用 它 来 讨论 部 分 和 过 程 的 一 致 胎 紧 性 . 
定理 5.2 C 的 随机 元 序列 {W,} 是 一 致 胎 紧 的 充 要 条 件 是 {WW,(0)} 是 
一 致 胎 紧 的 , 且 对 任 一 六 0, 7 半 0 有 6 二 6(s, 办 (0 之 6 之 1) 及 正 整数 ,二 
mE AEK z 之 no 时 有 
P (ze (W,,9) Z e) <Ç 9. G.6) 
定理 5.3 对 人 C 的 随机 元 序列 {W.), 若 {W,(0)} 是 一 致 胎 紧 的 , 且 对 任 
— e> 0, 7> 0H = 0l (0 < 0 <1) REAY m = nole,7), 使 对 每 一 
z(0 < z < 1) , M n 2 n, Bf 
Pi sup |W,G) — W,G)|2 e< òy, 6.7) 


IAW, EBR RM. 
(XJ) B r.v. 序列 , 记 S, — 0, S, = YOX. i r.v. 列 {X,) 的 部 分 和 
(S) 可 构 作 C 上 随机 元 列 {W.} 如 下 ， 


Ws) -fe Vn) ii On g 
线性 ， G — D/n < t < i/n. 
这 里 为 方便 计 ,限于 讨论 正则 化 因子 为 o Ya 傅 形 . 可 写 
W, Gw) = 7 + Cnt — DX Y. (5.9) 


易 见 , 它 是 C 上 随机 元 ,我 们 称 {W,} 是 由 r.v. 列 {X,} 产生 的 部 分 和 过 程 列 . 
考察 独立 r, ". 列 所 产 牛 的 部 分 和 过 程 列 的 弱 收 傅 性 是 本 章 的 重要 任务 ,我们 
来 给 出 部 分 和 过 程 列 {W,(t,w)} 是 一 致 胎 紧 的 一 个 充分 条 件 . 

定理 5.4 KW.) 是 由 (5, 9) 定义 的 , 着 对 任 给 6 沁 0, 有 4> 和 正 整数 
no tH n > n ARRA << k <>) £ 
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P{ max Se — S| Vn) eX, (5. 10) 
WW.) 是 一 致 胎 紧 的 . 
证 首先 来 证 此 时 对 任 给 的 e> 0, 2> 0, # ë = 0(e,g) (0< < 1) 
3 n, = nole) , f n 之 nn, 时 有 


P[max|S,, — S,| 236 Va) < %. (5.11) 
事实 上 ,由 定理 的 条 件 , 对 ye, AAO 1) Ë n tE n 实时 ,对 每 一 上 有 
Plmax|S,, 一 S,| 220 VE) < geya, (5.12) 


= e/t HF 2212>eC(00ike,g< 1. 0<0< 1 Xin EAF 
各/ 的 整数 . 838 n > m R, Wi [no] > m, BEAG. 12) 就 可 写 出 


P|max S, — S,| Sàs [3]) EL TLA 
i& [nð] 


因 X Yin5] £ Zn, pa/ = 98,816.10 成 立 . 
现在 来 验证 定理 5. 3 的 条 件 被 满足 . 由 于 W,C0) 二 0, 所 以 只 需 证 明 由 
(5.11) 可 推出 (5. 7) 成 立 , 对 给 定 的 t 和 (5.11) 中 的 5, 有 正 整 数 记 和 j 使 
kingit + D/n, G — 1)/n < z + 0/2 < ;/n. 
从 W, 的 折线 形状 知 


sup |W.G) — WD |< — max [Sa Sil. 


CERA g / n izj 


n 2 4/8,W| ; — # < në. BT D) 354 n ZZ max (n,,4/0) 时 ,由 (5.11) 可 得 


P| sup |W 一 W,G) |> 2e} < P| max [Ser — S| Z eo n) 
i 


rer ee 
< P| max 1S — S,| 2 za v7) < ôy. 
be 
证 毕 . 
注 5.1 H(X) 是 平稳 r.v. 列 时 ,(5.10) 式 即 为 
P{max si| 22 ST) < eX. 65.13) 
tes 
5.3 Donsker 定理 
定义 5.1 (C,#) 上 具有 下 述 性 质 的 概率 测度 pr 称 为 Wiener WE: 
G) 对 任 一 上 € [0,1];r. v. XG) 在 w 下 服从 正 态 分 布 N(0,2)， 即 


Lf eo 
zf du, 6.19 


当 上 一 0 时 ,理解 为 pv(X(0) = 0) = 1; 


pw |XG)<al= 
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GD BEBLATERIXG),0 < t < 1) 在 概率 测度 pw FRAI R , BD 
0<xL <<. < 1 < 1, 

则 在 ew Forv XG) — XG), XG.) XED eX AD — XG.) 是 相互 
独立 的 ， 

今后 Wiener 测度 pw 所 对 应 的 随机 元 记 为 下 = (WO), 3A Wiener 过 
程 .由 定义 易 见 , 当 委 上 时 ,rw 多 G) 与 磷 人 0) — W(s) EAR aW 
一 W(s) 服从 正 态 分 布 W(0, — s) HECE) 上 的 概率 测度 P H Wiener i 
度 当 且 仅 当 它 所 对 应 的 随机 元 W 的 有 限 维 分 布 , 即 {W (0), ,WW(&)) 的 分 
HA NOA e ,其 中 协 方差 阵 Aea ËJ G, j) TA mint). 可 以 证 明 在 
(C, 名) 上 存在 着 满足 (i) 和 (ii) 的 概率 测度 jsw. 我 们 将 在 下 一 章 给 出 一 般 概 
率 空间 上 Wiener 测度 存在 的 一 个 构造 性 证 明 . 

下 面 我 们 来 给 出 著名 的 Donsker 定理 . 

定理 5. 5(Donsker 1951) IX, = 1.2, Æi id rv. B|, EX, = 
0, EX} = =, 0 < a° < ee. N| # (X,) 所 产生 的 部 分 和 过 程 

w, w. 

E BREW 的 有 限 维 分 布 弱 收 合 于 W 对 应 的 有 限 维 分 布 . 对 1 维 情 

形 , 因 


1 1 P 
W,(2) 一 Swal X, ~ 0， . 
Pave a =! w |— 0 (8.15) 


又 由 中 心 极限 定理 知 St/o V7 一 WW(2), 所 以 从 第 一 章 定理 5.5 得 W(t) 
一 Wy). 对 2 维 情形 , 设 <t, 由 定理 3.2, 著 能 证 明 

(W,(s), W(t) 一 we) (W(s), WE) — W(s)) > 
RAWO, WO) (W6), WE)). Aik B (5.15) ARREN 


z S =a Sea) | (W), WG) — Ws)) 
(5.16) 
RET. 由 于 左边 及 右边 的 分 量 都 是 独立 的 ,从 中 心 极限 定理 得 (5. 16) 成 立 . 
一 般 上 维 傅 形 周 理 可 得 . 


X ERW) 具有 一 致 胎 紧 性 ,由 定理 5. 4 只 需 验证 (5. 13) 被 满足 , 对 任 
一 实数 之 0 有 
P {max |S;] Sao /n |< P(n 2 Q — V2)e VR}. (5.17) 


EKE WEE = [max |5; <in <S |S: h i= 12ean 此 时 {Eyi = 
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n) 两 丙 不 相交 县 Ü E, = [max 5:| 2 io V5). 88 
Plmax|S,| >a /n ]< P (|S,| 2 Q — VI) /n ) 


taiar 


+ SP {Es < Q— VI)e T). 
而 后 一 和 式 不 超过 
PBs, — S| 2 Vm) SPE)P{IS, — S| 2 Vn 


imi 


<45 FP {max 18. >s V7)» 
Dax 
代入 即 得 (5.17). 当 4 沁 2 V2 时 有 
P {max |S;| >% VT )< 2P|IS.| 2 Bo /> |. 
由 中 心 极限 定理 知 右 边 概率 
P{|S,| > i ST /2)—> PIIN] > M2) < 8E|N|:/2, 
其 中 N 是 标准 正 态 变量 . 所 以 对 任 给 = > 0 及 充分 大 4, 有 加 , 当 # 之 no 时 
Plmax |S,| > à VR YS e/23, 
p 
WHE. 
Donsker 定理 的 深刻 性 在 于 运用 它 可 以 导出 部 分 和 的 函数 的 极限 分 布 ， 


这 是 概率 统计 学 者 所 关心 的 一 个 课题 . 这 里 给 出 一 个 例子 . 
定理 5.6 Hrv. IX) 如 定理 5.5, 我 们 有 


: 1 2 Pug 
= maxs, <a |= fed, wo G. 
limP 了 于 mR u = N dv, “2 0. (5.18) 


证 ”由 定理 5.5,W, — W. AX A(X) = sup X) Ë C LEREE, 
故 南 定理 3.2 得 
(z Zn) maxs; = sup W, o, sup WG). (5.19) 
余下 来 内需 证 明 sW O MAMET: 1D 有 边 . 而 它 可 以 通过 计算 竺 下 的 
1 dv 列 的 sepW,(t) 的 分 布 来 实现 


iid rv IXY 有 分 布 
PI(X,=1)= P{X, =- 1)= 1/2. (5. 20) 


我 们 来 证 此 时 对 任何 非 负 整 数 & 有 
P|maxS, 2 k| = 2P (5, >k) + P(S, = h). 6.2D 
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# k = 0 则 左边 等 于 L H X, 的 对 称 人 性 知已 fS, > 0) = PS < 0 右边 也 为 
1; 故 (5.21) RY. iE M, = maxs; H k > 0, 由 于 
P(M,2k)— P(S,= hk}= PIM, 2k ,S,<k)+ PIM, > ,5, > hi, 
PIM,2k,S,>k)= PIS, > ky, 
故 若 能 证 明 
PIM, Ek S, > k)= PIM, PRS, < h), (S.22) 
就 得 (5. 21) Ñ y. 而 (5. 22) 可 由 如 下 的 反射 原理 得 出 ;由 假设 (5, 20) ,所 有 2* 
个 可 能 路 径 (S1,S;,… S.) 的 概率 相等 都 是 1/2". 对 (5.22) 中 左边 事件 的 一 个 
路 径 (S,,5,,…,S,), 在 首次 遇 到 处 反射 后 得 右边 事件 的 一 个 路 径 , 这 一 反 
射 对 应 是 一 一 的 , 故 (5. 22) 成 立 ， 
由 此 按 中 心 极限 定理 
P (maxs, > [u Vn 1) 


=2P ($, > [u Vn) 
+P{S, = [u Vm J) > 2P (N >u}, 
所 以 得 证 
limP (max, Kuvan) 


= = fiero e /nas, 
ah 
由 此 有 
_ 2 feao 
P| pwo <u) = = [== 2/2)dv, 
定理 证 毕 . 
类 似 地 可 以 推出 


= C 1: 2 2 
Plsup |W(D| < z) = £ S) Š Diap Eat D 
ogl TH 


22+1 Bu? 

注 5.2 ”在 定理 的 证 明 中 ,我 们 利用 了 下 列 事实 :h(W,) 的 极限 分 布 与 产 
生 W, 的 r,v, (X. 的 分 布 无 关 , 为 寻求 这 一 极限 分 布 ,可 通过 一 个 特殊 的 rv 
列 来 求 得 它 . 这 一 思想 首先 由 Erdos-Kac 在 1946 年 给 出 ,并 称 为 不 变 原理 , 由 
于 这 一 原因 ,Donsker 定理 常 被 称 为 Donsker 不 变 原理 ,也 称 为 弱 不 变 原理 或 
泛 函 中 心 极限 定理 . 
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$6 D[0,1] 空间 ,Skorohod 拓扑 


6.1 D[0,1J 空间 
空间 DD = D[0,1 为 [0,1] 上 右 连续 且 存 在 有 限 左 极限 的 全 体 函 数 . E e 
€ D WROD 
al +) = lim to) FER zG +) = rt); 


zU —) = lim x(s) 存在 有 限 . 
EAD 中 元 的 任 一 间断 点 都 是 第 一 类 问 断 点 , CCED. 
Xt D HJ zT C [0,1g 
wT) = sg |zG) — x(n)|, (6.1) 
rs(6) = sup w,( [t,t + Ó1). (6.2) 
OSI] -人 
引 理 6.1 AE— z € DD 和 s 疡 0, 在 [0,1] 中 有 点 ,tis 0 =, < 
Ze <t = ER 
w Ctt Le G = 12er). (6.3) 
证 r supi [0.2 可 分 成 有 限 个 满足 (6. 3) 的 小 区 间 }. 只 需 证 明 
+ 二 1. 由 于 x(0) = xz(0 十 ), 所 以 r 泛 0. 因 zlr 一 ) 存在 有 限 ,[0,r) 本 身 可 作 
这 样 分 解 . 又 因 =Ç) = zG +), Ë r < 1 是 不 可 能 的 ， 
注 6.1 由 引 理 可 知 ,对 任 一 x EDAR: 
D 对 任 一 e > 0, 至 多 有 有 限 个 ,使 xzG) 在 4 H ñ EK BE 
lad 一 z(t 一 )| KF e. h k 
2) z<@) 至 多 有 可 列 个 间断 点 ， 
3) zG) 是 有 界 的 , 即 sup |=G) | < c°. 
4) x(t) TT FRIA t R A big ik, rC) 是 Borel 可 测 的 . 
相应 于 空间 C 中 的 连续 模 w.(6), 对 [0,1] EKRA 810 <ó<1, 
令 
wi) = inf max we (tit), (6.4) 


其 中 inf 是 对 满足 下 述 条 件 的 有 限 点 集 估 } 来 取 的 
DALAL <i = 1, Leha D> G = leer 1). (6.5) 
由 引 理 6.1 可 知 对 任 一 x € D, 
lim w, (8) = 0. (6.6) 
我 们 知道 + € C 当 且 仅 当 limo, (0) = 0. HF D 的 元 有 
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引 理 6.2 x € DHHRHG ORRE. 
此 命题 请 读者 作为 练习 补 证 之 . 
因为 对 任 一 8,0 < ó < 1/2, 区 间 [0,1) 可 被 分 解 成 一 些 区 间 [#-; ,5) ,使 
ÖLE — t < 28, Br L 4 
wila) = wi(26), 0 < à < 1⁄2. (6.7) 
由 引 理 6. 2, (6. D 的 相反 不 等 式 一 般 不 成 立 , 因为 对 于 不 连续 的 z(t) lim w, (9) 2 
0, 但 车 x € C IHE e> 0, 可 选取 满足 (6, 5) 式 的 点 组 {#}, 且 使 
max wl [esst)) < wD) + e, (6.8) 
又 若 |s 一 +| 之 6, 则 s 和 4 或 在 同一 个 小 区 间 [#-1,6) 中 ,或 在 相 邻 的 小 区 间 
中 . 故 由 (6.8) 得 


6,00) < 26! (Ó) + 28. (6.9) 
由 < 的 任意 性 , 即 得 当 z € C 时 
zo, (Ó) < 2u(9). (6.10) 


这 样 由 (6. 7) 和 (6.10) 可 知 , 当 z € C Ewa) w (ó) 实质 上 是 一 样 的 .由 
引 理 6.2, #E D H wi (8) 也 能 具有 C 中 xzox(6) 同样 的 作用 . 

6.2 ”Skorohod 拓扑 

在 CC 中 的 一 致 拓扑 p(x,y) = sup | (2) — yG) FAAR Oya) 
很 接近 ,是 指 >G) 的 图 象 可 从 yG) 的 图 象 经 过 纵 坐 标的 一 个 一 致 小 的 移动 
RARA) 得 出 . 在 D 中 ,我 们 还 将 允许 时 间 尺 度 ( 模 坐标 ) 有 一 个 一 致 小 
的 “变动 ”,Skorohod 拓扑 就 体现 了 这 一 想法 . 

令 4= [90, 缮 到 [0,1] 上 严格 增 的 连续 函数 At) ,满足 4(0) 一 0,A(1) =1). 

Skorohod 对 空间 DD 中 任意 两 元 z,y 定 义 距离 d(x,y) 为 具有 下 述 性 质 的 
的 下 确 界 ;存在 4& 4, 使 得 

sup AG) -t| < e, anp |z) — yQ(0)| < e. (6.11) 

引 理 6.3 cd(z,y) ESM D B) — T IE 8 PS 38. 

证 ”由 于 也 中 的 元 z,y Af LB AOSA, y) < co,B) d(z,y) 8 
意义 ,现在 来 验证 如 上 定义 的 d 88 E FB 88 888 09 45 f+. 

1° 显然 d(z,z) = 0. RZ, # day) 二 0, 则 由 20) = 1, qI z(1) 一 
yG): 200) = 0 #lz(0) = y(0). 对 任 一 上: € [0,1], B (6.11) AAR e) 
L — t ER yG.) — O. R en PAERD t. Sh yG) 的 右 连续 性 ,得 
yG) = zG), BWA yG 一 ) = z(). 由 于 ?至 多 只 有 可 列 个 不 连续 点 , 故 除去 
可 列 个 点 外 y(t 一) 一 ?人 .因此 除 可 列 个 点 外 >(z) = zx), 由 右 连 续 性 ,对 任 
—t,0< r< 1,# zG) = y(4), 这 就 得 证 d(x,y) = 0 55 B 38 z = y. 
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2° d(x,y) = d(y, z). 事实 上 ,车 以 A! iE A 05 R BB. B 2 € 4, 所 以 
eA 而且 
sup ii — t) = sup |t — G) 1, 
s< << 
Sop I GO) =y) = gp lro) — yA), 
故 得 d(x,y) = d(y,z). 

3° d(z,z) < d(z,y) + d(y,z). 

AE Ad, € ARE à À = AA) € 人 .而且 

Sup |a (AG) — |< sup [AAU — AG)| + sup JA — #| 

= Ep 14C) 一 和 下 十 Sup IAO) — 
up lr) — AA ODES A lr) — yA) 
+ Enp yA GQ) — AA D) 
= sup |z() — yae) 
+ sup |y() — zA 
这 就 证 明了 d(x,y) 是 DD 上 一 个 距离 函数 . 

注 6.2 由 a 的 定义 可 见 x, 习 x, 即 4(zx,,z) ->0 的 充 要 条 件 是 存在 {4} 

C 4 使 关于 :一 臻 地 有 

lim AG) =t, lim TCA) = <x(t). (6.12) 
出 此 可 见 , 若 在 [0,1] 上 一 致 地 有 z,G) — r0), W| D th danae) — 0, Bl 
z, — 工 .但 由 下 例 可 知 其 逆 不 真 . 

WEL Qr = luar E) zG) = Troya 0). RRA MEAO 一 0， 
AC) = 1, AG/2) = 1/2 + 1/n, 其 余部 分 是 由 这 三 点 连接 成 的 折线 . 此 时 
(6.12) 8 W RL ME D rh d(z..z) 一 0. 但 在 := 1/2 上 

z, (1/2) = 1 +z(1/2) = 0. 
然而 车 在 品 中 ,d(xz,,z) 一 0, 则 在 xz(2) KERA LUA ra) are). 
这 是 因为 
[z=,@) D | < |=,@) — zDD + AE) — z(t) 
(6.13) 
由 此 可 知 , 若 zxE C, 且 在 Skorohod ER FA 4(z,,z) 一 0, 则 在 [0,1] 上 一 至 
地 有 z(a) — z(). 所 以 C 在 口中 的 相对 拓扑 就 是 C 中 的 一 致 拓扑 
定理 6.1 度量 空间 (D,qd) 是 可 分 的 ,但 不 完备 . 
证 令 A 为 局 中 在 t= 1 上 取 有 理 值 且 在 每 一 区 间 [Gi 一 1)/&,i/&) 上 
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取 有 理 常数 值 (7 = 1... k 一 1,2,…) 的 全 体 通 数 . 我 们 来 证 可 列 集 4 在 也 
中 稠密 . 
事实 上 ,对 任 给 s> 0r € DD, 取 具有 引 理 6.1 中 所 述 性 质 的 点 列 0 二 如 过 
t < <t, = Lim RIK AB m, = [mbes 一 t,-,)J, BX IB] a t) 等 分 为 
m 个 小 区 间 G = 1,…,)， 所 得 全 部 分 点 记 为 0 一 mm < s, < + < s, = 1. 
作 4€ 4: 
G) Sifr G= larn ,其 余 处 为 线性 ， 
REMY bob, b rla) < z. $ 
EA ORE G Ir KE ifr i= lr, 
XT,(1) 一 此 有 理 数 ) Heal) <=. 
N z, € A H sup |zG) — ZAG) | 2. 又 当 严 充分 大 时 也 有 aG) — | < 
2e. 这 就 证 明了 4 在 D PAE. 
D+ d 是 不 完备 的 . 考察 
Talt) = uant E). 
对 于 2:4(0) = 0,1(1) = 1, A(1/2) = 1/2, 41/2 + 1/n) = 1/2 + 1/m, 其 
余 处 线性 , 我 们 有 
g NG) 一 t| = |1/m— rl, sup |z,@) 一 za AE))| = 0; 
对 于 不 把 1/2 + 1/n WHA 1⁄2 + 1/m 的 ACE A), 


sup |£, (£) — z, Q GD) = 1. 
%<< 


H k. d(z,.z.) = 11/m 一 1/n|, 即 {zx,} 关 于 a 是 基本 序列 .但 易 见 在 (D,d) 中 
(z,) 没有 极限 . 
63 度量 do 
现在 我 们 在 D 上 引进 另 一 个 度量 d,, 使 得 由 d, 所 产生 的 拓扑 与 4 一样 ， 
BHH (D.,d,) 所 确定 的 开 集 族 与 (DP,d) 所 确定 的 开 集 族 相 重合 . 因 之 ,du(zvz) 
一 0 当 且 仅 当 dx:zr) 一 0. 但 此 时 ad(zzo) 一 0 未 必 推 出 doCzyzr) 一 0. 取 
4 的 子 集 AAE 如 SARK 
B= p oe SO] < <, 
对 于 DD 的 任 两 元 x,y; 定 义 day) 为 具有 下 述 性 质 的 < 的 下 确 界 : 存 在 
AE A, 使 得 
al < =, sup [x ya |< e. (6.14) 
引 理 6.4 ds(x,y) EEN D HAER RR. 
š 设 x,y € D,zG),yG) 是 有 界 的 ,所 以 dolx,y) 有 限 .由 于 


150 第 四 章 ”概率 测度 的 弱 收 笋 


ATH = lal, A QD S là, + lall» 
可 知 do《x ,3) = d,CGy,z), d.(z,z) SS d,(z,y) + d,(y,z). RF RIE d, (zy) 
二 0 当 且 仅 当 x 二 y r= yh, BA day) 一 0. 反 之 , 若 d(z,y) << 
1/4, 则 
d(x1y) < 24,(z,y). (6.15) 
ERE day <e 时 ,有 某 4E 如 使 (6.14) 成 立 , 当 se<1/4 时 ,由 MO) 
一 0 及 (6.14) 的 前 一 式 有 
log(1 — 28) <— £ < log QG) /t) < e < iog(1 + 26), 

Hik JAG) — | < te 之 2e (0 £= ID, BR Dl (6. 15) 成 立 . 由 此 若 必 (zy) 一 
OR d(z.y) 一 0 所 以 zx= 和 证 毕 . 

现在 指出 与 (6. 15) 相反 的 事实 不 真 . 事实 上 ,对 于 z,G) = Ian, 
H AlE, En) = In ' —m | ,而 

d,(z,,z,) = min(1, |loglm/n)|) (m,n >> 3). 

这 说 明 {x.} 在 了 下 为 基本 序列 ,而 在 d, 下 却 不 是 . 

MER d 55 d, 产生 的 拓 盾 相同 ,我 们 先 来 证 明 一 个 引 理 , 它 指出 当 d(z,y) 
H wA R wD 都 小 时 ,do(x,y) 是 小 的 . 

引 理 6.5 车 dz,y) < (0 之 6 之 1/4), 则 


dry) < 46 + wÒ). (6.16) 
证 BREG D AFREAA A) 
wa (bed)) < (0) + 6, f= eor (6.17) 


由 于 4d(zsy) <E kete a € 4, 使 得 

sup izo) 一 CA) 上 | = gup rU (2)) = yD| <ë, (6.18) 

sup lG) — [< ë. (6.19) 
在 4 中 取 这 样 的 2;4C#) = G): 一 0,1，r, 其 余 处 为 连接 这 些 点 的 折线 - 
由 于 p12)) 一 月 严 格 增 ,所 以 t (e QG) 必 在 同一 个 区 间 世 -oo 
中 ,由 (6, 17) 和 (6.18) 得 
jx) — yQ G))|< Jæ) — ITUA + [z(a QG) — yA) 
< ws) + Ó HÈ < z! (0) + 28. 
余下 来 只 需 证 明 Al < 40. 事实 上 ,由 于 在 上 4 与 x 重合 ,由 (6.19) 和 4 一 
t > RNA 
LA) 一 AD — (+, — ti) < 2E < 28G — tii) 

因 2 是 折线 , 故 对 任 给 s,t E [0,1], A0) — AG) — @ —s)| <22jz 一 sj, 因 此 
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log(1 — 28) < log 


KOTAO < los( + 28) < 28, 


X4 ô< 1⁄4 B$, logd — 28) Z 28 — 48 >— 48, PVA MAI < 46. 

定理 6.2 dH d, 是 等 价 的 . 

证 出 (6,.15) 可 知 当 do(zz) 一 0 时 有 dz(zroz) 一 0. 反 之 ,由 引 理 6.2， 
对 任 一 z+ € D #l z > 0, 有 5 使 得 w(5) < e E š AE 46 < =. 由 引 理 6.5 
知 , 当 d(x,y) <O <e BJ. d,Cz,y) < 2e, EA H d Cert) — 0 ER dolna) 
— 0. 

6.4 (D,a,) 的 完备 性 

定理 6.3 ”度量 空间 (D,d。) 是 可 分 完备 的 . 

证 ”由 于 dd 与 < 等 价 ,由 定理 6.1 即 得 (D,d6) 的 可 分 性 . 现在 来 证 do 下 
对 任 一 基本 序列 {zx.) 必 有 xzxED 使 do(zx,,z) 一 0. 因 为 {7,} 在 d。 下 是 基本 的 ， 
HAEE n A y, = z, 使 得 


dey Yayi) < 1/2". (6.20) 
这 就 是 说 ,存在 < € A 使 得 
ll < 1⁄2", sup |y,G) 一 ya D < 1/2" (6.21) 


由 (6.15) 可 知 sup|#,G@) — t} < 1/2" C. H )kxH£— m Z: 1 
sup [aa i ntm C Cen EN) — atm aED | 


DEN 
= sup |w-—+ fs) — s| 1/2, 
KSl 


BD RHE— E H n, 4 m— co it , RR g... CUDU EEF O RE 
本 的 ,所 以 它 一 致 收敛. 记 
1 Ge) = JiM Anta G Urpi RGD, (6.22) 

W PE A RS SRB. HAO = 0, AC) = 1. A REWE A| A RR , REA pz 
格 增 的 ,因此 为 E A. RRE 129 AGON < | 十 |, 所 以 

[log {zeen C GRED 一 a Ce GEDDE — s))| 

< llasa C DAES || + Meall + o + entm l 

< 1⁄2". 
ìk m — co, 8948 Al < 1/2"'， 故 得 证 入 € A. 

H (6.22) 知 ,入 = Anti Ca) o B(A h (6. 21) 得 
sup ly, D) = y. Q. EDDI = Sup |y, (s) — y(t) < 1⁄2”, 

REHIA 2)} 是 五 中 一 致 基本 序列 ,因此 一 致 收 伍 于 一 极限 函数 =G), 
且 易 证 > € D. 由 于 
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la > 9; Sup [IKA ~ =G) | — 0, 
即 dolyar) — 0, 由 此 得 证 也 有 2, (zz) — 0. 证 毕 . 
6.5 一 致 拓扑 2 
由 一 致 距离 
pay) = Eup |zG@) — yG) | 
维 定 的 哇 的 拓扑 , 称 为 也 上 的 一 致 拓扑 . 

引 理 6.6 度量 空间 (D,p) 是 完备 的 ,但 不 可 分 . 

证 ikiz.) 是 (D,p) WERF, MAER OS: S Dne) 是 
基本 数列 , 故 有 r0) Er, a) 一 z(0) 人 一 co), 且 p(rvz)- 一 0. 现 在 来 证 z € D. 
由 于 

le + ó) — re |z=G + Ə) — z,G + Š)| 
+ Jr + ó) — z,G)| 
+ |=,G) — z(t) | 
< elz x) + |z, + 6) rO|, 
XE e> 0, 有 no 2 n > no BJ p(z,,z) < e 对 于 固定 的 m 有 9, > 0,34 
0 <j < à BF |z, G + 9) — z, G) | < e, 
le + ó) — zG) | < 3E, 
即 得 zG) 是 右 连续 的 . 同样 可 证 x(t) 的 左 极 限 存 在 ,因此 x € D. 
考 虚 号 中 不 可 列 个 元 zx(0 < 0 < 1) 
Zelt) = Fenat), 
它们 同 任 两 元 的 距离 都 为 1, 即 (D,p) 有 不 可 列 的 离散 集 , 所 以 不 可 分 . 证 
毕 . 
# d 是 Skorohod 拓扑 的 两 个 距离 之 一 , 则 秃 见 对 D 中 任 两 元 7,y 有 
d(x,y) < pr,y). 
由 此 可 见 一 致 拓扑 较 Skorohod 拓扑 来 得 精细 , 即 从 P(x, ,x*) 一 0 可 推 得 d(x, ,7) 
一 0, 另 一 方面 ,在 (6. 13) 中 已 指出 ,车 4(xsrx) 0 B z E CNEA pnr) 
一 0( 这 就 是 上 面 提 到 过 的 C 在 DD 中 的 相对 拓扑 就 是 C 中 的 一 致 拓扑 ). 


§7 DL0,1] 中 概率 测度 弱 收 么 ,Donsker 定理 的 一 般 化 


71 AREJA 
HFD, do) 是 可 分 完备 的 度量 空间 ,从 Prohorov E37 NI, kE D LK 
率 测度 列 P, BERATER 了 ,只 需 讨 论 P, 的 有 限 维 分 布 的 收敛 性 与 
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(P,) 的 一 致 胎 紧 性 - 在 CL0,1] 中 ,因为 投影 映射 m.a 的 连续 性 , 使 得 
Pozla Parla 的 讨论 十 分 简单 .在 DLO,1] 中 ,我 们 将 看 到 r., 并 非 处 
处 连续 ,所 以 就 要 复杂 一 些 . 我 们 有 

引 理 7.1 mm 在 上 处 处 连续 . 若 0 过 :< 之 1, 那 么 在 DD 的 元 z+ 连续 
当 且 仅 当 x 在 t 点 连续 . 

证 因 对 任 一 A4€ AAO) = 0, A) = 1, 因 此 ,车 d(x,y) 二:, 就 有 
lr — yO | Le, |r) — yD) | < ,Ë|] |z, (z) 一 ro) < z, |m (z) — 
my) | < e Br) mami 在 D 上 处 处 连续 . 

对 后 一 结论 ,由 (6.13) 即 知 条 件 充 分 . 现 用 反 证 法 来 证 条 件 是 必要 的 . 设 
,在 x 连续 ,但 x+ 在 t 不 连续 . 令 如 EA 如 下 :和 (0) = 0,240) = 1,40) = 
t 一 1/n, 其 余 处 是 线性 的 . 取 z, G) = zQ,G)) HRA dera) — 0. 但 是 

mlz) = z,G@) = zG — 1/n) — z(£ —) £ zG) = z,(z), 
产生 矛盾 , 得 证 条 件 必要 ， 

引 理 7.2 DL0,1] 上 的 投影 映射 区,…,.。 是 可 测 的 . 

证 REA 0 << 1 uB x, BJ SI 80 PE. E d(z,,z) > 0, JH 5137.1, 
在 x 的 连续 点 s 上 有 x.(s) 一 zx(5), 因 此 由 引 理 6. 1 的 注 , 除 去 Lebesgue 测度 
为 0 的 集 (实际 上 是 x 的 至 多 可 列 个 不 连续 点 ) 外 ,都 有 re(s) — rls). 又 由 
d(z,, z) — 0 FE A € 个 ,使 得 suB， lr) — AGD 之 6, 所 以 

sup sup, [z,Gs)| < Sop, |z(Gs)| + £ < co. 
H £ P k kue Bln 8 IHE e> 0,384 n — oo Bf 
二 三 =eod 一 Lf rods, 


CE hC) 一 lU eds 在 Skorohod 拓扑 4 下 是 连续 的 , 由 于 z( 的 右 连 
续 性 , 当 ey0 时 ,对 任 一 x ED, 有 h.(zx) 一 zm.(x), 这 就 得 证 的 可 测 性 .证 毕 . 

设 贸 是 口 的 关于 Skorohod 拓扑 的 Borel o 域 ,P Æ, Z) 上 的 概率 测 
度 . 令 

Tp 二 (t,0< t= lP 在 Xx 不 连续 ) = 0). 
# J, = (zizG) 天 xl 一 )}，, 则 由 引 理 7.1 即 知 
T, = (0 <: < 1,P0UD = 0). 

引 理 7.3 0,1€ T,,T,#[0,1] 0632 £&3— n pi. ra, 
n € Te, 则 除去 书 测 度 为 0 MRAR T 是 连续 的 , 即 mw 的 不 连续 点 集 
Dr, u, 的 己 测度 为 0， 
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证 ”显然 0,] € 7 我 们 来 证 至 多 有 可 列 个 二 使 已 7) > 0. 为 此 记 
JÆ = (z:z(() — z@ —) > e). 
设 疡 人 6 由 引 理 7.2 HE Iz: |zG) 一 zt)| 之 四 可 测 .由 此 知 
J = ñ ñ U (z: |zG@) a)l Pe — 1/m) 
也 可 测 , 故 J = UJ, 可 测 . 对 给 定 的 6 > 0,6 > 0, 至 多 有 有 限 个 :使 
PIJE) > 0. BETRA ARARAT AA t.) E PJ O) 之 ,那么 
limsupJ, (e) 非 室 . R3 D 的 任 一 元 z, ERRE 2 = 的 点 数 有 限 矛 盾 . 
BRPO 220) 有限. 因 J.G) K J.G — 0), RA (POJ > 0) C 
Ü U (POU) > W/m) 可 列 , 这 就 证 明了 Tr 在 [0,1] 中 的 余 集 至 多 可 
PÍ. 余下 部 分 是 明显 的 . 证 毕 . 
HT, 是 区 间 [9,1] 的 一 个 子 集 , 令 
Fr = (Mra H E BRR nh € To H € B), 
其 中 A'E k t Borel o 域 .那么 易 知 Fr 是 刀 的 子 集 所 组 成 的 一 个 域 . 特别 ， 
六 To 就 是 也 中 的 有 限 维 柱 集 类 ， 
定理 7.1 #1ET HT #101] PAE WAR Fr KEER RE 
+Z, 
šE AD,d) 可 分 ,只 需 证 明 每 一 开 的 d。 球 54 (zx,r) 属于 .多 7 生成 的 
s Ñ. 
在 T, 内 选取 在 [0,1] O08809 820: (= 1.5." tas. 对 任 给 的 se € 
《Or) 及 上 之 1 令 
Ai 一 1y: 存 在 1E AME A < r — ermax [yG — AGD < — e) 
如 记 
Hi={ GAG AGD AE AR |< r e, 
H,=lCa a) FE .8) € H E 
la A| <r sim lb h 
RA H ER 中 的 一 个 开 集 , 目 易 知 4 (e) = ari Ha FAAO € Fr R 
们 来 证 
S.G) =U ÅA, 
其 中 y 是 对 (0,7) pA RKR. 
易 见 (7.1) 式 左边 被 含 于 右边 中 ,现在 来 证 
AO CS, (zr). 
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事实 上 ,着 yE YA. hf À € A 使 得 

lAl Sre maxlyG) — rzGQG))| <r— z. (1.2) 
由 Helly EAEE A) APA A) 和 不 减 函数 ,使 对 4 的 任 一 连续 点 
有 


limh Ce) = A(t). (7.3) 
我 们 来 证 1E A Ellar e, suply) — rA r — s. i s REA 


的 两 个 不 同 的 连续 点 ,那么 由 (7. 2) 的 前 一 式 可 知 


AGO — Al) g A.G) — (S) < 


Esen lo — Sre (7.4) 


log 


= lim 
这 样 4 就 不 可 能 有 跳跃 点 ,因此 2 处 处 连续 , 且 是 严格 增 的 ,所 以 人 E A. 又 由 
DRAS 一 e. RAA = 1, H(7.2) f8|yG) 一 zx)| <r —s. i> 1, 
BAEO DHFR SiH ly) 一 (U2))| <r— e SPE C. 3) RR 
们 或 者 有 yE) IAD) 二 rr 一 外 或 者 有 lyG) — rA) —)| < r — e. 
H T (u) 稠密 , 推 得 
suply(2) — QA) | Kr = E 

这 样 就 得 证 atz;7) Er — s, Bl y € Sa Er ;所 以 (7.1) 式 成 立 , 证 毕 ， 

现在 我 们 可 以 给 出 与 定理 5.1 相应 的 结果 . 

定理 ?7.2 (D,Z) 上 概率 测度 列 {P,} Si W S T WE ME P 当 且 仅 当 
(P, ERUR RA. LIHER n. n € Tp, 有 Pa l Pr l. 

证 ”条件 必 要 显然 .下 证 条 件 充分 . 因为 {P,} 是 一 致 胎 紧 的 ,由 定理 4.4 
知 它 是 弱 相 对 紧 的 . 它 的 每 一 子 列 {P,) 有 一 弱 收 敛 于 某 一 概率 测度 久 的 子 列 
{Pw). 由 引 理 4.1 RREN = P. 

B toest € Te N Tao BZ BARRA Pua u SPa a, XA Pr >Q 
以 Pun Lyn oy 由 此 推 得 当 eet € T, N Ta t} 

Pagin, = QT og (7.5) 

ETAT REOLI 的 可 列子 集 的 余 集 , 所 以 Tr 门 Ta 也 是 [9,1] 的 可 列子 
集 的 余 集 ,这 样 它 在 [0,1] 中 是 稠密 的 , 且 1€ T, 0 To, H 3 EB 7.148 2 
BJ H z, € T, 门 Ta 中 的 点 为 参数 的 有 限 维 柱 集 生成 . 故 由 (7.5) BJ48 Q = P. 
证 毕 . 

7.2 -RERE 

由 上 已 知 在 空间 C[0,1] 中 ,验证 一 致 胎 紧 性 条 件 的 关键 是 Arzela-Ascoli 
定理 , 它 指出 了 C 的 子 集 具 有 紧 的 闭 包 的 充 要 条 件 . 现在 我 们 对 空间 DL0,1] 
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不 加 证 明 地 给 出 类 似 于 Arzela-Ascoli 定理 的 结果 . 
定理 7.3 在 (D,4,) 中 , 集 及 有 紧 闭 包 当 且 仅 当 


sup sup |z@)| < co， (7.6) 
z€ À OSI] 
lim supap!( Ó) = 0. (7.7) 
3 rEA 


与 C 中 定理 5.2 一 样 ,由 定理 7. 3 HS ih D 中 概率 测度 列 { 忆 ,} 一 致 胎 紧 
BERR. 

定理 7.4 ”空间 也 中 的 概率 测度 列 {P,) 是 一 致 胎 紧 的 当 且 仅 当 下 述 条 件 
被 满足 : 

G) HEA > 0, 有 a > 0, 使 得 对 每 一 x 之 1 


Plx: sup [z0] >a)< 7, (7.8) 
Gi) HHEH € > 0,7 > 0, 有 6,0 < ó < LAER SK na, f# 4 n 之 mm 时 
P, (z (0) 之 恒安 了 (7.9) 


当 以 w, (0) AEE 6109) 时 ,我 们 可 以 给 出 一 个 有 用 的 一 致 胎 紧 性 的 充分 
Rit. 
定理 ?. 5 设 对 任何 了 >> 0A a> 0, 使 得 对 每 一 x 之 1 有 


Paiz: |200] > a< n, (7.10) 
且 对 任 给 s > 0,7 > 0,48 0L ó < 1,#l n, AE n Z n, t 
P, (zu, À) RES g (7.11) 


那么 {P,} 是 一 致 胎 紧 的 . 又 车 了 是 {P,} ËB p| P.) 的 弱 极 限 , 旭 P(C) = 1. 
证 ”由 (6.7) 知 , 当 6 之 1/2 时 ,w! (0) < u,(20). keh (7.11) 即 得 定理 
7.4 的 条 件 (ii) 被 满足 . 又 由 


, 
le L JO + 27 letek) — eCG ~ 13t/8) | 
S 


< |z=(0)| + kewll/k), 
B k H a WË 1/k < re L a/ 2k), BRA 
{sup|z >a} (|+(0)| >a/2)U {wll/k) > a/(2k)} 
C (|z(0)[ >a/2} U {w (0) = el. 

由 《7.10) 和 (7. 11) 知 定理 7. 4 的 条 件 Gi) 被 满足 . 所 以 {P,} 是 一 致 胎 紧 的 ， 

注意 到 若 w,(5/2) > 2e, 那 么 可 推 得 y ER (z xo, (0) 22 e) 的 内 点 ;因为 
Pw 过 > 了 ,所 以 由 定理 1.2 有 

Ply:w,(8/2) Z 2e} < liminfP, [z;uo, (9) > e}. (7.12) 

设 e979,zo 如 (7.11), 由 (7,12) 得 
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P (yz, (0/2) 2 2e) < 9. 
所 以 对 任 一 上 > 0,48 9, Y 0 使 对 A, = (erw 2 1A PCA) <1/k. 
WA= liminfA,, WI 
PA) < limpP(A,) = 0. 
注意 到 当 z € AN AEREN k E z € AB w) 之 1/8, 所 limw(6) 
一 0, 这 就 证 明了 P (C) = 1. 
7.3 Donsker 定理 的 一 般 化 
现在 来 考察 由 组 内 独立 的 r.v. HIX ak = 1, E. n 2 1) 所 产生 的 
部 分 和 过 程 


kO 


WO = > Kra — aa), (7.13) 
el 


其 中 {4.4) 是 适当 选取 的 常数 组 列 ,At) 是 整 值 右 连续 不 减 函 数 ,&.(0) = 0, 
Ra) = kne 

我 们 来 考察 由 (?. 13) 定义 的 部 分 和 过 程 WW, BKF Wiener 过 程 W 的 
条 件 ,虽然 W 仅 定 义 于 (C, 儿 ) 上 ,但 它 是 容易 被 扩展 到 (DP, 纪 ) 上 的 , 因为 C 
€ Z, B Skorohod Hth C 中 的 相对 拓扑 与 C 中 的 一 致 拓扑 重合 ,所 以 对 任 
一 A€E 多 ,有 ANCEB, 如 令 W(4) = W(A 站 0), 就 把 W 的 定义 域 扩张 
A Z EARR CREW 的 支撑 . 这 样 我 们 可 把 久 RED, D) 上 的 概率 测 
度 ,也 可 着 作品 的 一 个 以 这 一 概率 测度 为 它 的 分 布 的 随机 元 . 我 们 有 

定理 7.6 HAG) 是 任 给 的 [0,1] 上 到 正 整 数值 的 右 连续 不 减 函数 ， 
k,(0) = 0, #,(1) 二 名 .对 于 独立 Tr.v. 组 列 (Xe} AERA ana) , 记 


WOD = Y Kua ana) 0 S £ < 1. (7.14) 
那么 使 得 W, W BX.) 为 无 穷 小 的 充 要 条 件 是 对 任 给 s > 0 满足: 
G) PDP (IX, | > e) 0 n> so), (7.15) 


GD WHE— z, 0 <: < 1,28 n — co Bf 


k 


: 
> Wa (j ao je Gae, 

其 中 Fra) 是 XX, K d. f. 此 时 可 取 
Aaa 一 Í l azdF,.,(z) + o(1). (7.17) 


注 7.1 结合 第 二 章 的 定理 4.1 的 注 可 见 使 W, 一 >W 成 立 的 充 要 条 件 
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是 使 W,(1) < NC0,1) 成 立 的 充 要 条 件 的 自然 推广 . 
定理 7.6 的 证 明 出 第 二 章 定理 人 1 MARDE 
条 件 充分 “对 给 定 的 s> 0, 令 
了 一 O — EX, I(| X, | <), 


k 


TCD = D, Yne 0o<:<1 


HR ana 二 EX, 1 Xaa) <) + o(1) Bf, 


osl 


k, 
sup |W, — YD | < XIX, IIC X, al 2 + o (1). 


REO 等 价 于 max Xna] -= 0 因此 
P[51 Xu CX, 之 28) 
< P (max |X,., | > min(e, ð) ) — 0. 
由 此 推 得 Y, 一 W, 一 > 0, REREN Y, — W 就 够 了 . 
由 第 二 章 定理 4.1 ET 30 Y, WA 1362 i 38 k bk W 对 应 的 有 限 维 分 布 . 
现在 来 证 {Y,} 是 一 致 胎 紧 的 , 由 定理 7. 5 只 需 验证 


lim limsupP| « sup [Y,(s) — Y,G)| 2) = 0. (7.18) 
— am SS 
由 Chebychev 不 等 式 及 (7.16) R H n — co 时 有 
auas pama sah 
aR A 


所 以 由 Ottaviani 不 等 式 ( 见 附录 二 ,三 ,10》 及 有 限 维 分 布 的 收敛 性 ,有 
limsupP{ sup Orol 引 
PE À AUA 


kO 


i 6 
< limsuj P| sul Y, >) 
< D teerd, ,> 
TDA) 3 
< J) limsup —  ə S s=" 3 Yn >+) 
<> ASUP Sr PR O28 


1 Ë 1 | _ 
SER s Z | A 
<f viexp(— v?/2)du = 0 (A — 0). 
aiora VE 


这 就 得 证 (Y,} 是 一 致 胎 紧 的 .证 毕 - 
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定理 7.6 可 以 看 作 是 Donsker 定理 的 一 般 化 . 由 此 ,还 可 写 出 一 些 特殊 情 
形 的 结论 ,例如 
推论 7.1 PBX, n 2 1) ii d. r. v. 列 ,X AEBS EFO KH 
KELO 0) 及 a, 使 对 
[ne] 
W. = Ea) O<:<, 


及, 一- W 成 立 的 充 要 条 件 是 
x. E 


lim 
ye | zidF (x) 


ji 有 


= 0. 


注 7.2 在 $6 和 8s7 中 ,我 们 在 DE0,1J 空间 中 引入 Skorohod 拓扑 的 
基础 圭 给 出 了 品 空间 中 概率 测度 一 致 胎 紧 的 充 要 条 件 , 由 此 导出 了 部 分 和 过 
程 弱 收敛 的 充 要 条 件 . 另 一 方面 ,有 若干 作者 如 Dudley ,Hoffman-Jergensen 
等 引 人 了 ”外 积分 ”的 概念 ,建立 了 新 的 现代 弱 收 敛 理论 . 它 进一步 发 展 了 经 
典 弱 收敛 理论 ,不 仅 适用 于 经 验 过 程 冀 能 应 用 于 集 与 函数 指标 的 现代 经 验 过 
程 等 更 为 广泛 的 情形 . 读者 可 参阅 Vaart 和 Wellner 的 专著 Weak 
Convergence and Empirical Processes:With Applications to Statistics, 


Springer ,1996. 
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8.1 Brown 桥 与 经 验 分 布 

C 的 一 个 随机 元 X 称 为 Gauss 的 , 若 习 的 一 切 有 限 维 分 布 是 正 态 的 , p 
Gauss 随机 元 天 的 分 布 由 它 的 均值 EX) RARE EX (s) X (e) 所 完全 确定 . 
Wiener 过 程 W 是 一 特殊 的 Gauss 随机 元 ,此 时 


EWG) = 0, EW(s)W(t) = min(s,t). (8.1) 
另 一 类 重要 的 Gauss 随机 元 是 Brown 桥 B; 
EBG) 一 0, EBIB) = s(1 — t) (0 < s < < 1). (8.2) 
它 与 Wiener 过 程 有 着 密切 的 关系 .事实 上 
BG) = WG) — Wa). (8.3) 
我 们 也 可 用 (8. 3) 定义 Brown f. 
Brown 桥 有 性 质 ; 


B(0O)= BYU)=0 a.s. 
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由 (8. 2) 可 得 
E(BG)— BG) = aa G@—s)), set 
R. 35 s, < s, < z, < t, Bf 
E(B(s,) 一 B(s, (B) ~ BED =— (s, — s) — h). 
此 外 ,可 以 证 明 


P| sup BCD) <>) =1—e” (y>0, (8.4) 


ose 


Pisu | BOIS} = De Gy>0. (8.5) 
A 


kae 


W X Xare Xa 是 从 总 体 X hh 43 05 BE LEE 7, 按 大 小 顺序 排列 得 
X; < X; < XER X e X, RARAN 63 


Fæ DNLS). 
各 


ERE X Hdi 为 F(x), 那 么 我 们 有 
定理 A (Glivenco) 


PlsuplF, e) — Fr)|> o} =], 
EEB (Kolmogorov) # F(z) 连续 ,那么 


limP{ Vn supi F,r) — F(z)| <>) = J (一 De” g>. 


ET 


(8.6) 
定理 C (Smirnov) # Fa) 连续 ,那么 


limP{ Va sF- FG) <| =1— e Gy>0). 


(8.7) 

Doob 在 1949 年 就 发 现 Kolmogorov-Smirnov 统计 量 的 极限 分 布 , 即 
(8.6), (8. 7) 与 Brown 桥 上 确 界 的 分 布 (8. 5), (8. 4) 相同 ,由 此 他 猜测 经 验 过 
程 

Za) = Vn (F, 0,0) — F0) 

在 一 定 条 件 下 弱 收 敛 于 Brown 桥 B. 如 设 总 体 X 取信 于 区 间 [0,1],Donsker 
于 1952 年 证 实 了 这 一 莱 测 . 在 本 节 中 将 给 出 这 一 结果 的 另 一 证 明 . 

8.2 ”部 分 和 最 大 值 的 尾 概 率 估计 

Ë X. X, X, E r.v. Ë S, = 0, S, = Sx, Œ = 1,2,--- n), 


. 1 


M, = max |S,|, (8.8) 


DSS 
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M,= max min(|S,|, 1S, — Sal) (8.9) 
显然 M; < M.. 我 们 有 
引 理 8.1 对 任 一 4 之 0 
P IM, >A) P IM, SA2}+ P (|S,| > 2⁄2). (8.10) 
证 “由 于 
IS < min{|S,| + [SeS] + 15, — Se} 
= |S] + min(|S,|, [S — S|}, 
所 以 M, < M + 1S,| ,这 就 得 证 (8. 10) 成 立 ， 
现在 来 给 出 P1a4 >A) 的 上 界 的 估计 . 
定理 8.1 Pubt su, 是 非 负 实 数 ,7 22 0, a> 172, 若 对 任 给 > 0 
RK0< i <;< kt <x# 


PIS = S| 23.18. S NLE 1)” — GAD 
= 
MAHER a> 0 8 
P M; FAS Se Foe H p)”, (8.12) 


其 中 Kra 是 仅 与 7.x 有 关 的 常数 ,可 取 
K,.= [rn — 22 | 2, 


如 EK == 55 021.1. 
证 记 3= O+ D ABR a> 1/2, 对 充分 大 的 KK 有 
LHKO < 1. (8.13) 
我 们 来 证 明 当 天 满足 (8. 13) 且 玉 之 1 时 ,定理 的 结论 对 Ky,。 一 下 成立. 为 此 ， 
对 用 归纳 法 . M n 二 1 时 显然 ,x 一 2 时 ,Mi = min { |S,|, |S, 一 5S;|). 由 假 
设 (8. 11) 推 得 
P{M, > Aà}= PIS Ià, [S — S| 2 2) 


< bua + u)” < Eon + uy, 


假设 对 小 于 的 正 整 数 定理 成 立 . Tu= Du. 不 妨 设 zx > 0, 此 时 必 有 h, 
1<,<n, 使 得 

(u, + = + uri) /u sÇ 1/2 < Ga + = + ax) /u, (8.14) 
MM h = 1 时 ,认为 左边 为 0. 记 
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U, = max min{|S diS Sl 


osiga 
U, 5 max min { |$; — S, |+ 16S. — S.) = (S, — S] 
D, = min {Sa ls, 一 Se |)， 
D, = min(|S,|,|S, — $l}. 
首先 有 
M; < max (U, + D.,U, + D,). (8.15) 
事实 上 ,我 们 可 以 证 明 
min(|S,|,|S, ESU +D, K0 hkl, 
min{ |SS — SS U, + D,, 34 h < j< n. } 819 
对 前 一 式 , 记 左边 为 y MRAR |S;| < U,,nj48 
& < |S| <U, <U, + Di; 
Ë [Si Si < U, B D, = |S,-, | [9 
BS ISLS |S,- u — S| + Sial +D; 
Ë [Si — S| <U, B D, = IS, — S,-, | ,可 得 
< S, — S| < IS, — S| + IS, Sail SU, + D.. 
这 就 得 证 (8. 16) 前 一 式 成 立 . 类 似 地 可 证 后 一 不 等 式 成 立 . 而 由 (8.16) 即 可 
推 得 (8. 15) 式 . 
其 次 ,由 已 证 的 (8.15) 可 知 ,对 任 给 4 之 0 
PI IM: >A} < PIU, + D 2 à) + PU, + D, 2 2). 
#& À) = À + À, À, > 0.1 > 0, 那 么 进一步 还 可 写成 
P IM, >A} S PIU, > h + PIU, 2) + PID 2 Ai) + PIDA) 
(8.17) 


注意 到 已 = -应 用 归纳 假设 于 ,并 由 (8. 14) 得 

K 
x <P 
U: 5U, RM RERFES E rv. Xor X. P n — A < n, BiT A 
DLL SIM 


P U, 2 À) < + 十 全 十 本科 过 <5 (8. 19) 


PIU 2 À) < KG + +u) (8.18) 


对 A D, , ARR. 1 RENEA a 
PID È h) = P(|S,-,| 24, |S,— Siml 2 


2a 


< pon Hoe H p)” = F (8.20) 
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同样 有 
PID, Z À) < u”? (8.21) 
由 (8.18) — (8. 21) 就 得 
i a| K 1 
PM; SA) < ul g T |: (8.22) 


注意 到 对 于 正 数 C。,C, 和 4 有 


min in |Ë m+ 别 = 志 (C + Cb (8.23) 


其 中 83= (27 + 1). $ C, = K C, = 1, 代 人 (8. 22) 就 得 证 


P (M: 2 À) < £ e UK + 127. 


< 
H (8.13) 确定 的 天 REREH < Kute /27. 证 毕 ， 

注 8.1 定理 证 明 中 并 未 要 求 v. (X) 具有 独立 性 ,所 以 定理 的 结果 对 
于 任何 r,v, 均 适用 . 条件 (8. 11) 式 不 易 验证 ,在 应 用 中 常用 较 强 但 易于 验证 
的 矩 条 件 

E{lS,— Sls — S,)< Du)” (8.24) 


Ezen 


代替 , 注意 到 对 非 负 实数 xz,y A zy < (z + y) PVAS. 24) 也 可 换 成 更 强 的 
MRi 
E{lS;— S,.|S,— SES Zu) Za)". (8.25) 
83 经验 过 程 的 弱 收 笋 
这 里 仅 限于 讨论 服从 [0,1] ES ÉE k GE eR AE X Ay d. f FE 
= 0 << 1). 经 验 过程 


Yt) = Vn P,e) — D) = [L prawo 一 
(8.26) 
是 万 的 随机 元 .为 使 修正 后 属于 C, 作 C,Gso) 如 下 ; 记 X; X; ,…,X; 是 样本 
XoXo X, 的 次 序 统计 量 ,Xi = 0, Xin = 1, GX; 四 一 MO 二 DG 一 
Olon + D 在 和 加， 所 以 


Gam = l Bre (e) < n) 


t — max (X; X, sç t) 
min(X,; X; > t) 一 max (X; X, < t) 


现在 
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Ta) = Vn Gt 0) — t) 
是 上 的 随机 元 .由 于 在 X; (w) 上 


BDA |= | = +|< 1, 
所 以 
[Gm FC O<: <, 
sup |Y) — Wrts |< 1⁄ Vn. (8. 27) 
我 们 有 
定理 8.2 设 {X,}) Æi idr v. 列 ,X, 服从 [0,1] 上 均匀 分 布 ,那么 
W... B, Y, ŠB, (8.28) 


证 由 (8.27) 知 只 需 证 (8. 28) 中 两 式 之 一 成 立 . 

IO 环 。 的 有 限 维 分 布 弱 收 敏 于 B 对 应 的 有 限 维 分 布 . 

记忆 Cie)y = aF, tw) E B: X. X, PRE X) 和 的 个 数 , 所 以 
r.v.U,G@) — Usla) E Xi... X. PRE t < X (a) SC: WARO = , < 
t< <= D ERARA p =, t (ü = 1, tO 的 多 项 分 布 ,其 
方差 为 p.(1 一 户 ), 殷 方差 为 一 p.p. 由 关于 多 项 试验 的 中 心 极 限定 理 得 分 量 
为 


Yt) 一 GD = =.) 一 DG — np), i= 1,665 


的 随机 向 量 依 分 布 收敛 于 分 量 为 召 () — Ba) 的 随机 疝 量 . 由 (8. 27) ,对 于 
WED — W(t;-1)》 有 同样 的 极限 分 布 ， 

2 (W, 是 一 致 胎 紧 的 . 

B W,,B € C.B DL 3E I 5. 3 只 需 证 骨 对 任 给 的 e> 0,7 之 0, 存在 8 二 
Sep (0 < ë < 1) #ll m EK n Z° n, GA 


P| sup WO 一 Wi >e) < 67. (8.29) 
而 由 (8. 27), 只 和 需 证 明 
P[ sup [YO — YO >e) < 9. (8.30) 
p 


由 于 Y. G) 的 增 量 的 分 布 在 参数 : 的 平移 变换 下 不 变 , 所 以 不 失 一 般 性 可 设 
t= 0, 即 只 需 证 明 


P| sup |Y.G)| 2 e} < òy. (8.31) 
a, 


对 于 固定 的 38, 令 定 理 8.1 PH Y = 2, a = lu = V60/m, X, = 
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了 .Ci6/m) — Y, (i 一 1)8/m). 由 注 8.1, 巷 能 证 明 
ECY, G + p) — YO 2 |Y,G + hi H P) — Y,Gs + pl) S Ghib 
(8.32) 
按 定理 8.1 就 有 


P Mi e> Ko, (8.38) 


Rh M= max min ( |Y,G$/m)], |Y,(8) — Y,G9/m) 1}. 直 此 从 引 理 8.1 就 
有 


PM, > o< WE P| OSE), (8.34) 


Rh M, = max |Y,G2/m5 |. 因为 对 每 一 w， 了 ,(s,%) KF s AE k i m — 
oo Bt, Ma F sup |Y,G,a) | 这 样 , 从 (8. 34) 即 可 扒 得 


P{ sup 1Y, > e} < Ea +P| IY, >£) (8.35) 


BB n — co 时 ,Z,(8) PRATES NO080 一 6)), 所 以 
PLYG) 2 e/2)—> P{N > /2 YET- 0)! 
< dg EN: = 486°/e', 
即 得 当 >> z, 时 
P| Y.) | > 6/2) < 968/6, 

代入 (8.35) 得 

P (sup Y,G) | 2 e) < 96(K 十 Dee (8.36) 
对 于 给 定 的 es>> 0,02 0, 选 6 使 得 96(K 十 1)6/et < n, REHE. 31) 式 成 立 . 

余下 来 证 (8. 32) RRE E p 二! 一:, 注 意 到 


Y,() — Y,G)= ==. — U,G) — np) 


1 1 
= — np) = —— [4C — p) — @ — k)p], 
n Vn 


其 中 是 样本 X... X, WAGI WDR. ER 
-1 一 pr 3 X, € (s,s + bJ. 


a; 


= b 他 ; 
a={ BX, € G+ pos T bh + ps 
I 一 po 其 他 . 


那么 (8. 32) 就 是 
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E[{ De | Xa) EJS p... (8.37) 
AHX) asr. ih), f 三 1,2,.…,#} 相互 独立 . LA X, IE JA [0.11 中 
HSJA EA C BO 取 值 (1 一 pi; 一 pos (— pul — pas (— Pi — Pa) 
的 概率 各 为 请,p f p 至 1 一 b 一 ps. 由 于 Ea, = 0, ER, = 0, 并 注意 到 对 称 
性 ,得 

E[[ Da) | DAV J= Ete + no 一 DEGER 
=I E 
+ 2n(n — 1)Ea f Eap,, 


Edf = (1 — ppip + A — pao)?ps + prpips S 3hb 
EGER = p PAU — p) S hibe 
Ea f Ea h, = pipi S pibas 

代入 即 得 (8. 37) 式 成 立 , 证 毕 . 


习 题 


1.8. 是 确定 类 , 若 对 任 一 4E 多 ,PC4) 一 Q(4), 且 已 一 已 ,证 明 未 
必 有 了 P 了 三 QQ. 

(提示 : 取 S= (一 00,00), pry) = |z —yl|; POD = p((1)) = 1⁄2, 
PC = P,(( + ni) = 1⁄2, QUOD = 1. X$ B = {0,1,7 
1+x Un=1,2,..).Z = {AAB RA RARH 0 € 4 或 4B 为 有 限 点 集 


H o€ 49.) 
2. Ë k > 1, b ú d. f. F ARERR n] | ÁJ HI z; = a, 的 超 平面 上 - 
又 对 任何 可 列 个 超 平面 x; = a, (j = 1.22 i = 12, h) FEA k 5 


d. 工 忆 使 它 的 不 连续 点 都 在 这 些 超 平面 上 ,而 在 其 余 点 上 连续 - 
4 k> 1 时 沁 匹 由 上 兢 的 不 连续 点 集 不 一 定 是 可 列 集 . 
3. 设 一 > FF. 着 下 在 闭 集 4 上 处 处 连续 , 则 
sup|P,(z) — F(z)| — 0. 
4. 两 个 一 元 d. f. 的 Lévy 距离 定义 为 
LeF,G) 一 inife, 对 任 一 zy F(x 一 eG < F(z + e) + e). 
试 证 一 元 df Ai SAFER LEO 是 一 个 可 分 完备 的 度量 空间 ， 


LF, F) — 0 KHERA F, —, r. 
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5. 用 《3 的 方法 证 明 : 对 于 mv A X X, Yo, WA X +Y, 
sx, XY, Šo. 
6. 证 明 对 于 随机 向 量 X, Yn X R r.v.Z,, 


d P d 
G) E X, — X,|X, — Ya) S Z,|X,|,Z,—* 0M Y, — X; 


O ÈX X, X, Y, < ZIY, lZ, 一 > 0, W Y, x. 

(提示 :从 [z — y| Sey, e< 1/2 FẸ |z — y| < 2e|=|, (b) 就 归结 成 
(a).) 

T ARRSH S 是 可 分 完备 的 ,随机 元 X, > X, g 是 5 到 S 上 的 连续 
MANIRE OD -全 g0. 


8. 证 明 r- v. P(X, Xn = 1,2,…} WR X, X 当 且 仅 当 对 任何 一 元 
连续 由 ER(z) 8 ECX, > EX). (也 即 对 任 一 与 { 尺 ,Xi 之 二 独立 
且 有 连续 d.f. rv Y APY < X.) > PY < X). 

9. 若 也 为 一 致 胎 紧 的 ,那么 H *pOEBUE P AREN o RAER 

10. 设 集 4 己 度量 空间 S$,P,({4)) 二 1, iB H = (Pa € 4 ), 那 么 了 是 
弱 相 对 紧 的 充 要 条 件 是 ANRE 

11. 正 态 分 布 族 {(N(e ,ez]; (aoz) € A) 是 一 至 胎 紧 的 当 且 仅 当 4 是 R* 中 
WERS 

12 RIERREN S o 2) 上 一 致 胎 紧 的 概率 测度 族 ,S, € 多 ,对 
任 一 PE LPE) = 138 RRF SoB) LETH 5, = S, n Z. 
ASB) 上 的 概率 测度 族 I 是 否 必 为 紧 的 ? 

(提示 :考察 3 = [0.1),S, = (0,1), 开 = (IP. 0 <a <11.) 

13.63030 >0,11X,1) 一 致 可 积 , 则 {X,} 是 一 致 胎 紧 的 , 

14. XG) =É, r. v. ERE P E] a) ma O a oo), E P RE 
EFX BAN Px, 则 {P.) 是 一 致 胎 紧 的 ,但 不 满足 定理 4. 3 的 条 件 (ii 

15. R {Xur SES k, n >l ) EA rv. 组 列 ,EXw = 0, VarX a = 
2, E 

S. = SIX B. = Y), B= hs 
W. = L fsa + 一 |. s << aa 


EIE e> 0, 
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[A 
SH] XidP ~0, 
P 


Ix >a, 
那么 本 ,全 W. 
16. 设 独立 r, v. 列 {X,} 所 产生 的 部 分 和 过 程 全 ， _ w, 则 对 任 给 se>>0， 
# A 2 1 Rl no AEH n 2 n, 时 有 
P [max |S,| >45,) < /2, 
TA 


其 中 B: 一 DVarx,. 
17. 试 给 出 引 理 6.2 的 证 明 . 
18. 试 对 {X,} 为 相互 独立 r.v. 询 情形 ,给 出 由 它 所 产生 的 部 分 和 过 程 信 。 
BB 8k q W 的 充 要 条 件 . 
19. 设 {X,} 是 独立 rw 列 ,EX, = 0, EX4 = al. i B: = Xo k co, É 
£t 
(X, 满足 Lindeberg 条 件 ; 


lim 去 六 po dF, (z) 一 0， 


人 


试 利用 定理 8. 1 WERNHER e> 0, 有 充分 大 4 及 mm IË 4 n > nç PF 
P IM, 2 àB, } <ç e/2, 
20. EHR Y > 0,a > l, SEP > 0 ROKi SA 
PIS; = S$,| 22) ;< >a), 
TS 
其 中 fu) 是 正常 数 , 试 证 有 常数 天 > 0 使 
PAM, >A) < KG + = + uo", 
(提示 :利用 PEE) < VP(E)PCE:) 及 定理 8.1. 》 
21, 设 C 中 随机 元 序列 {XX,} 满足 ; 
G) { 叉 ,(0)} 是 胎 紧 的 ; 


Gi) 存在 常数 7 之 0,a > 1 及 [0,1] 上 连续 不 减 的 函数 F(t) ,使 对 任何 
tot € [0,1], H— H n MA> 0 成立 


P(|X,G) — X,G)| SAL FIRE) — FG) |°, 


则 {X,} 是 一 致 胎 紧 的 ， 
《提示 :利用 20 题 及 定理 5. 3 ) 
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22. 设 {X,) Æ iidr v. #),o < X, << 1 (as), X, 服从 连续 的 
d.f. FG). 试 证 经 验 过 程 
Y, (tw) = V n (F(t,w) — FO) 
Bik F Gauss 随机 元 了 ，EY() = 0, EY(DY(t) = FOA — FG) 
GSD, HH F,G@,e) Æ X, w), X, C) 的 经 验 分 布 . 


(提示 :考察 .一 F(X,), 它 是 ii.d.r.v. 列 , 对 它 应 用 定理 8.2, 然 后 证 明 
D #J DRH Fir W(z) = x(F(1)) 是 连续 的 . ) 


第 五 章 ” 强 不 变 原理 


在 上 一 章 中 ,我 们 给 出 了 Donsker 不 变 原理 及 它 的 一 般 化. 进一步 自然 要 
求 考察 对 于 给 定 的 ii.d.r.v. 列 {X.} 所 产生 的 部 分 和 过 程 列 {W0430 < 
<1) 5 Wiener 过 各 {WD);0 < t < 1) 的 样本 轨道 之 癌 的 关系 ,如 距离 
sup IWO — WG) | 的 极限 性 状 是 怎样 的 ?是 否 依 概率 趋 于 0, 是否 a.s. 趋 于 
0 等 .这 类 问题 的 一 般 提 法 是 ;对 于 部 分 和 过 程 {W,(t);0 < 1), 是 否 存在 
一 个 概率 空间 , 在 其 上 存在 一 个 Wiener $R (WE; < t < 1) 及 一 个 与 
(W,G);0 <: <1) 同 分 布 的 部 分 和 过 程 列 {( 信 ,(1) ;0 <; <1) 使 得 当 n — so 时 


sup (Ñ) 一 WD| 一 0 (P Ras. ). 
OKEI 


早 在 1964 年 ,这 一 问题 已 被 Strassen 所 解决 ,他 获得 较 上 述 问题 更 强 的 结论 ， 
这 就 是 著名 的 . 

Strassen WRA iid rv. IXu 21) EX, = 0, EX: = 1. 
BE Z 3 n — oo 时 


log L -SW 一 0 a.s., 
sup G og logn)" {Si Cnt) | a.s 


RBS 与 (5 二 )1Xun 2 1) A. 


在 这 一 章 中 ,我 们 将 讨论 Strassen 强 不 变 原理 及 与 之 有 关 的 一 些 基本 结 
果 . 为 此 ,首先 在 Ñ 1 给 出 Wiener 过 程 存在 的 一 个 构造 性 证 明 . 在 $ 2 介绍 于 
70 年 代 后 期 由 匈牙利 学 派 提出 并 作 了 细微 讨论 的 关于 Wiener 过 程 的 增 量 的 
大 小 .由 此 ,在 $ 3 就 可 比较 容易 地 导出 Wiener 过 程 的 重 对 数 律 . 为 了 证 明 
Strassen 强 不 变 原 理 ,我 们 在 Š 4 介绍 了 重要 的 Skorohod 嵌入 定理 ,这 也 是 60 
年 代 初 概率 论 的 一 个 杰出 成 果 , 它 是 讨论 有 关 问 题 的 一 个 有 效 的 手段 . 最 后 ， 
ESSAAT ii drv 列 的 部 分 和 用 Wiener 过 程 的 强逼 近 及 由 此 导出 的 
Strassen 强 不 变 原 理 . 


1 Wiener 过 程 及 其 基本 性 质 


1.1 Wiener 过 程 的 存在 性 
在 上 一 章 的 $4, 我 们 在 C = CL0,1] 空间 中 引入 过 Wiener 测度 ,并 称 它 
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所 对 应 的 随机 函数 为 Wiener $ ë W = (W0); 0 < < 1). FERTA H 
Wiener 过 程 的 直接 定义 . 

定义 1.1 PEZAN, P) 上 的 随机 过 程 {W Cy%)3t 2 0) 称 为 
Wiener 过 程 , 若 它 满足 ， 

G) 对 任 一 2€ Q, W(0,6) == 0, ER 0 < SAWO — W (s) 服从 正 态 
sii NO, — s); 

Gi) 样本 函数 W o) 概率 为 1 WELO) 上 的 连续 函数 ; 

G) WOSA < t, < t, < t, < + L tni < t,, E 

W(t) — We), WG) — WG), Wn) — W Gai) 

是 相互 独立 的 随机 变量 . 

如 只 限于 0 <: < 1, 则 由 Wiener YAWE a) <: < 1) 引信 于 度量 
空间 (C,2) 上 的 概率 测度 就 是 上 一 章 $ 4 的 Wiener 测度 . 


下 面 通过 参数 变换 产生 的 过 程 
wo = fO 当 上 > 0, anD 
0， Br = 0 


仍然 是 Wiener 过 程 ,事实 上 ,定义 1.1 中 的 条 件 (i) 和 ii) 是 显然 的 . 现在 验证 
dii). HOSA <t, < S a < tas 


Wan — WG) = WD WD), 
Wa,) — Ü ltn. = aW GRD — ta WERL), 
是 元 正 态 r.v. ,由 于 当 ! < k Wta <ta a Sta < tu' | ETRO 
EW Gd — W tu- W a) — V Gu) 
= tututa) — tatuata — tu-itata- 十 faita- ita- 
=0, 
ER ČO RAATER A Ve) 是 一 Wiener 过 程 . 
下 面 将 给 出 Wiener 过 程 存 在 的 一 个 构造 性 证 明 ， 
Ir.) 是 [0,se) 中 全 体 2 进 制 有 理 数 ,{X,) 是 概率 空间 (Jex,P) 上 相 
互 独 立 、 服 从 标准 正 态 分 布 的 r.v. 列 ,定义 
WOE) = ÐZ, 


1 
2 


Wot = T[WQ) + W@ + D] LX 


IT 
设 对 站 一 1,2 n = 1,2, pno BEX W/Z), IAI k = 1,25 n = 
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mo 十 1, 令 
wA) = 去 [| |+ w|222]]+ masay 
这 样 归纳 地 对 一 切 六 ,定义 Wr). 现在 对 任 给 i > 0, 表 :为 二 进 制 形式 ， 


其 中 (2) = 0,1,2,-- 6, G) = 0,1; £ — 1.2," B AE — k E =, G) 将 不 恒 
等 于 1. 记 所 一 Ylea(0/2, n = 0,12... EX 
£ 
W (D limw ([2*/z]/2) = limWG,) 


= WEE + lim 2) (WG) — WU)). a2 


noo £ 


如 果 我 们 能 证 明 上 述 级 数 概率 为 1 地 收 但 ,和 且 例外 集 与 :无关 , 即 有 与 无关 的 
N PAD = 0,34 o € O, BF, 1.2) 中 的 极限 存在 且 有 限 ,那么 随机 过 程 
(Wo) 20) 就 概率 为 1 地 被 定义 . 由 正 态 分 布 性 质 可 知 ,这 样 定义 的 过 程 
满足 i) 和 Gi). PREROKA Lhi Lto M EAKEER n, 记 

taa = [2/2 一 Da /2, k= 1,2,3,4. 
由 定义 可 知 { 玉 (4.,); 包 二 1,2,3,4) EES r. v. ,对 刀 用 归纳 法 可 以 证 明 对 任 
何 非 负 整数 j 志 1 有 

EWOG/YIWU/2") = j/2", 

由 此 即 得 

EW tga) 一 多 全 DC — WGa..)) = 0. 
当 (1. 2) EAR, W Ctra) 依 分 布 收 合 于 W G.). 由 正 态 分 布 族 的 性 质 即 得 

ELW Q) — WG) LW GO — We] 

= lim ELW aa) — WG, [W G... — W Gan) ] 


= 0. 
因此 ,为 证 {WCz) 3t 之 0} 是 Wiener 过 程 ,余下 只 需 证 明 级 数 了 CW(4) 一 
r=! 
WG.) Eas. 收敛 的 , 旦 概率 为 1 地 样本 函数 凡 (,,w) 是 连续 的 . 对 于 前 者 
我 们 将 证 明 更 为 一 般 的 下 述 引 理 ， 


3814 2 sup WED Wl) | < oas, 
š HERC Eu = C vlog. H iF 46838 R 
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们 有 


P| sup |W) — WG.) | I u, / Z=) 


m 
< 2P[|WG⁄2012u/ ZZ) 


de i 
< media = g, 


注意 到 工 一 Y 20082. co, 而 当 C o n 


S _ _ 1 
PI up Wao WG.) | 2 CL)|< 22 === r 


这 就 得 证 引 理 1, 1 成 立 . 

为 证 由 (1. 2) 定义 的 随机 过 程 满足 定义 1. 1 中 的 条 件 (it ,我 们 在 下 一 段 
将 进一步 讨论 这 一 过 程 的 样本 函数 的 连续 模 . 在 下 一 节 关 于 Wiener 过 程 增 量 
大 小 的 研究 中 ,有 关 结果 还 将 被 用 到 . 

1.2 Lévy 关于 Wiener 过 程 的 连续 模 定 理 

为 证 连续 模 定理 ,我 们 先 证 一 个 十 分 重要 的 引 理 , 它 是 关于 Wiener 过 程 
增 量 的 尾 概率 的 估计 ( 注 : 下 一 引 理 的 证 明 未 用 到 条 件 (ii))- 

引 理 1.2 设 砍 (Go) 定 义 如 (1.2), 则 对 任 给 s>> 0, 存 在 C 一 CCe) > 0, 使 
对 每 一 > 0 K h <1# 


加 
Pi sup sup |W(s +) — WGs)| 2 v vE) < Se (1.3) 


o0<:=1—4 oreh 


证 ”对 正 实数 :和 正 整数 7, 记 s, = [2s]/2 = J6), R = 2. 对 
8— o € 9, 固定 的 stsr 有 
IWG +) — WG)| < IWG +) — W((s + t),)| 
+ |WG + t),) — W(s)| + WG) — WG) | 
< WG HOD — WG,)| + DIWEK + Dra) — W(G E Dre) 


° 


+ Y] Wis — Wisal 


= 


H% sup | G +8), — s| < h + R", sup |G + O, — G + tD; | < 
2 tn, HW + D,) — WGs) RAES A NO, C + D), — s) EVAR 
u> 0 R z, > 0, 我 们 有 

P{ sup sup IW(G + ),) — W(s)| 2 à VET RT) 


el <a 


< 2R(Rh + e=, 
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P{ sup sup W(G + p. 一 WG 十 DD) | 2 == 


r- 一 
< 2. HeT, 


=, 
P| smp. ssp WG, = Wind > Ea) 
<2. titie ii, 
由 此 即 可 推 得 
op, RW G+ WO > AFR +X žin) 
< 2R(Rh + De? + 8R Yie, a.a) 


= 


* =, = /2j + E. RHASE IJ K 一 K(e)( 待 下 面 确定 ), 取 R 使 RS K/h<2R, 
hZ 


ze 


Yre H< ES 2 ete Mo, 


其 中 4 = eD Gy, x. 


uht RT +25 抽打 


Su /h+ R +2 > | 
OBRE 71d yg 

< VÈ fuf VIFK + 26 VIR)+ 2B VIR}, 
中 B= 3) VIP, G= DF) miv = 28 VI/K +u( /1 + 27K 


+ 2G vV1/K) WA H. 4) 式 就 得 
r| sup sup |W(s +D- We) >v h) 


ossia Dash 


<[ rtn rJe =r < Bewar, 


EPC 二 C1(e), 后 一 不 等 式 是 由 于 对 于 给 定 的 > 0,33 K = K(s) 适当 大 
时 ,可 使 
v— 2B VIK > 
T T2/K +2%G /UK ” /l T :/2 
HH u 2 1 RY 因此 (1,3) 式 对 21 3. q 0 <o < BF, WF 362 
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的 C,(1.3) 式 的 右边 大 于 1 故人 1.3) 式 自然 城 立 . 证 毕 . 
Ë ”这 一 类 型 的 不 等 式 在 讨论 Wiener 过 程 增 量 的 性 质 中 十 分 有 用 . 本 
节 及 下 节 的 主要 定理 的 证 明 都 依赖 于 这 一 不 等 式 . 近年 来 ,若干 作者 关于 
Wiener 过 程 增 量 的 进一步 的 讨论 也 依赖 于 这 一 类 不 等 式 的 推广 、 
定理 1.1 (Lévy 连续 模 定 理 ) RMA 
sup sup |W(s +) — Wo)l 


lim YES! -horeh 


kasi V 2hlog(1/h) 
sup |W(s + h) — Ws)l 


lim tesi =1 


imo V 2hlog (1/h) 


=1 as., (1.5) 


a.s. 0.6) 


证 记 
A = sup sup |W(s + 0 — W6). 《1.7) 
ore lh ores 


首先 ,我 们 来 证 
limsup A,/ /2hlog(1/A) S1 a.s. (3.8) 


对 v= 二 (1 十 6) /2hlogh 1 (g > 0), 应 用 引 理 1.2, 得 到 


Ar c 20 + s)llogh 
P 2 1+:)< 一 E j< cr, 
| 2hlogh ! ra] Fe = 


T >e, h =h, =n" BRA 


a As w 
P == >1 + < Cn < oo, 
2: Ü; Zh logh,’ 2 
由 Borel-Cantelli 引 理 就 得 
limsup A, / Vohlogh K1 +e a.s. 
HF h CA < h. F A, PRATA RA wE nA 
Ar, 


Ar 


—= limsup 
= hogh? me ph loghi 


ike 0, 即 得 证 (1.8) 成 立 . 
其 次 来 证 


liminf sup WG + h) = WO 


= .8. ` 
imo ogi /2hlogh 1 21 as aD 
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由 正 态 分 布 尾 概率 估计 ,我 们 有 


中 -人 ee- 


= P{W] < 0 — 8) v2logn} 


<i- a. 
n V Bnlogn 
利用 增 量 独立 性 即 得 


>l max k 


na 


Š ' " > _ n 
> > mt Vanlogn! © Zerf v 8nlogn 
所 以 由 Borel-Cantelli 引 理 可 得 
四 W(s + 1/n) -Wæ | 
liminf sup WG + 1⁄2) Ws) 
>> aaa Vn log 


& + 1 
n 


< oo. (1.10) 


k 
> liminf max "| "|+ 
Z = <i n logn 

PhS ERER ien < h < A, BL 3f 


liminf sup IW(s + h) — WG) | 
Pao ogei Blo 


js li 
imi [w+ zH] WG), [G + D gt 
> liminf sup . =] 
= sih V2(n + Doga + 1) n`'loga 


21 a.s. (1.11) 


WG +) — W| 


一 limsup sup sup (1.12) 
T= ogg h Len V2n logm 
由 已 证 的 (1. 8) 式 得 上 式 右边 第 二 项 不 超过 
limsup Ainar t 


== yia F D logue + D) 


. [aa + Dogni + D) =Q) 
n llogn H 


由 (1. 11) 知 (1.12) REAR 2 1 (a.s. ), 得 证 (1, 9) 式 成 立 ， 

由 (1. 8) 和 (1. 9) 式 得 证 定理 成 立 , 

这 样 ,从 连续 模 定理 可 知 ,由 (1. 2) 式 定义 的 过 程 {W O 22 0) 的 样本 函 
数 概率 为 1 地 是 连续 的 . 至 此 我 们 完成 了 概率 空间 (人 0,2 ,P) 上 Wiener 过 程 
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存在 性 的 全 部 证 明 ， 
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定理 1.1 给 出 了 Wiener 过 程 的 连续 模 , 也 就 是 在 单位 区 间 [0,1] 中 ,长 为 
的 子 区 间 上 Wiener 过 程 的 增 量 , 当 -> 0 时 它 有 多 大 ?但 是 对 区 间 [0,T], 在 
KA ar 的 子 区 间 上 , 当 了 一 co m, Wiener 过 程 的 增 量 有 多 大 呢 ? 它 的 首要 结 
果 是 由 匈牙利 学 派 的 M, Csorgo M P. Révész F 1979 年 获得 的 . 由 它 可 推出 关 
于 Wiener 过 程 的 强大 数 律 与 重 对 数 律 ,给 出 Strassen 关 于 Wiener 过 程 重 对 数 
律 简洁 的 新 证 明 . 由 此 并 结合 强 通 近 即 可 写 出 许多 弱 收 敛 的 重要 结果 . 因此 自 
该 文 发 表 至 今 引 起 了 一 系列 的 研究 . 

定理 2.1 设 ar(T > 0) 是 连续 函数 ,0 < ar <T. RMA 


limsub sup AWG + az) -W| 一 1 a.s. (2.1) 
T EET -ap 

limsupr|W(T + ar) — W(T)| = 1 ass. 《2. 2) 

limsup sup £r|W(T + s) — W(T)| = 1 as. (2.3) 
T+ oddan 

limsup sup sup &r|WE + s) WO] = 1 a.s. (2.4) 


Te OLET -ap OS imay 


其 中 Br = (2a+(og(T/ar) + log logT)) 1, 


# ar 还 满足 条 件 
G) lim (log(T/ar))/log logT = %, 
那么 有 
lim sup sup fr|WG + s) — WW)|=1 a.s. (2.5) 


To RLT- ap Erkay 
如 果 进 一 步 还 满足 条 件 
(ü) lim sup la/a;— l| = 0, 
jae Casi) 
则 有 
lin sup 8,|WG + ar) — W|I=1 a.s. (2.6) 


T— eT ap 


这 一 定理 与 定理 1.1 是 彼此 紧密 相关 的 ,定理 的 证 明 也 将 运用 引 理 1.2 
得 到 , 现在 先 把 该 引 理 推广 到 正 半 直 线 上 . 

引 理 2.1 HEH e> 0, 存 在 常数 C = CG) > 0, 使 得 对 每 一 正 数 w, 工 
和 0 之 A 之 工 成 立 着 不 等 式 


a 
PÍ sup sup |WG@ +) -WO 22 VA) <S es, (2.7) 


oxeata oth 
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证 ”因为 对 任 给 荆 > 0, 成 立春 
WO LLT) E| /TWoeTy o < < T), 
所 以 由 引 理 1. 2 即 得 (2, 7) 式 的 


左边 = PÍ sup sup YT (H-va vE) 


OKETA Erh 


=P{ sup sup WE +) WEN | >> VE) 


Otel-h Us 


Bpr =t/T, 9 =s/T, k = h/T. 

EE 21ER ”为 证 (2.1) 一 (2.4) 诸 式 成 立 , 我 们 只 需 证 明 (2.4) 式 
左边 的 上 极限 < 1 as ,(2.2) 式 左 边 的 上 极限 1 a.s. 现在 分 述 如 下 . 

1° AT) = sup sup ẹri Wats) — WG(2) |, E8 


ST ar os 
limsup ACT) < 1 a.s. (2.8) 
对 和 任意 > 0,24 1<60<1- e. EX A = (T; PST /ar < ËH), Ay 
= (T; B <Ç ay < PT € 4 我 们 有 
limsup A (T) < limsup sup ACT) 


tpos TEA 


. PWE + s) — WG) | 
=< -~ 
< limsup Sup, SUD., Ta raog P og E 


(2.9) 
利用 引 理 2.1, 


[WG a) — Wl 
P se sD, TRIog TOR YT 之 1 十 e 


etiexp{— (1 + e)log(# log t+) } 

E ep pato dogh) eo 
注意 到 

S Serupa < 
和 < 的 任意 性 ,由 Borel-Cantelli 引 理 和 (2. 9) 得 证 (2. 8) R- 
2° WBT) = Br|W(T) — W(T — ar) |. WE 
limsup B(T) >11 a.s. (2.10) 

由 正 态 分 布 的 尾 概率 估计 (附录 二 ,二 ,2), 对 任 一 e > 0, T 充分 大 时 有 


PIBCT) 1 本 WOD -WT — ar)| 


Nar 
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> Q — s) V 2dog(T/ar) + loglogT) | 


1 1 
y n 3⁄4 
> [a afao Ter a olaog T] | 
ar 
` exp{— (1 — alog ThT) 
1 | Tegr] es Ther 
> —|2log 一 一 一 p|- a- oo | 
Ja a g 一 2 一 
te 
> (rir (2.11) 
ST =L 定义 Tai = T, + arn RIA 
3 na ar, = T — T, 
P{B(T) 21—e}> 站 Ten — T, 
> BT 21 — o> 2 TT, £ TlogT, 
SA [ns 1 _ 
>| Togi =% (2.12) 


注意 到 事件 的 独立 性 ,由 Borel-Cantelli 引 理 即 得 
limsup BT) > limsup B(T,) 21 a.s. 
即 (2. 10) 成 立 , 结合 (2. 8) 和 {2. 10》 即 得 证 (2. 1)-(2. 4) 式 成 立 ， 
3" 为 证 在 条 件 (i) 下 (2.5) 成 立 , 只 需 证 明 
liminf A(T) 221 a-s. (2.13) 
RET. 而 由 条 件 {i), 上 式 又 等 价 于 


. ， WG + s) — WO 
liminf oe ob, {aarllog(T/ar) 一 loglogT]J 21 


《2. 14) 
对 上 面 定 义 过 的 集合 4u,* 上 式 左 边 不 小 于 
liminf inf sup su WG r o -Wol pe 
t= TEA OSET -ap <=, {2ar[log(T/ar) — loglogT ]} 


Z liminf sup sup —IWa +s — wol 
Z ie asa qaret O (20 log(6' /logt 7) } 


>liminf max W CG + DO -WUP 

FD Mes, @(20log(0/j) P 
BAWD — WOP), = 0,1， [P7] RETADR 
有 


(2.15) 


P IWED KUDI 1 


Ws (Aog S 
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< (1— (@/p uen 

< exp (— P Djy ao) 

=exp(— PPPT, (2.16) 
其 中 第 二 个 不 等 号 利用 了 条 件 (i). 注意 到 


X] exp{— Pp- < ee 


m = 


F e 的 任意 性 ,由 Borel-Cantelli 引 理 和 (2. 15) 得 让 (2. 14). 
人 4 BOT = sup IWG + ar) 一 到 (|. 为 证 在 条 件 (GD 和 Gi) 下 
ogia ay 
(2.6) 成 立 , 只 需 证 明 
liminf C(T) 21 a.s. (2.17) 
T 
RET. 类 似 于 (2.16) 我 们 有 
PIC ESE1—e} 
WU + Da = WUap| 
<P| ge Taoe da ost 1 € 
< — [| Y'aqogjpy-a- 
<=ə|-[£Jaspae] 
exp{— (logj)°), 
其 中 最 后 … 不 等 式 是 因为 条 件 (i). 因此 由 Borel-Cantelli 引 理 ,就 得 到 
liminf C(}) 21 a.s. (2.18) 
Te. 
由 条 件 (i) , 当 7 一 co 时 ,pvVB > 1, HIERO < 1, RE RAK, 
ISTI + l, RE la, 一 ar| < ĉar HER 
CT) 2 (Br /85CO) — sop, sup B#|WG + s) — WQ) |. 


EET — ap Ose Bap 
(2.19) 


而 由 第 一 步 有 
limsup sup ,sup Bz|WG + s) — W(0)| 
Ersay 


Taos greT dup ass 
T ðar) + loglogT) 1 + 
< lipo Sr oe 
=0 a.s. 
这 就 证 明了 (2. 17). 定理 证 毕 . 
注 2.1 在 (2.1)-(2.6) 式 中 , 当 了 ,1,s 取 整数 值 时 仍 成 立 ,去 掉 绝 对 值 后 
也 对 , 又 由 Wiener 过 程 的 对 称 性 , 所 以 在 去 掉 绝 对 值 , 并 以 liminf A e 
limsup, inf RẸ sup, 一 1 代替 1 时 它们 也 成 立 . 例如 
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liminf inf BrW(lt+ar) — WD)=—1 a.s. (2.2') 
T pse 


To 


由 定理 2. 1, 当 取 az 为 特殊 的 形式 ,如 ClogT, CT, 1 时 ,就 可 写 出 下 述 推 


推论 2. 1 对 任 给 的 C > 0, 有 


i = 7 一 = /2 
im Sup COT WE + ClogT) — WO| = J as 


这 就 是 Erdos-Renyi(1970) 关于 Wiener 过 程 的 大 数 定律 . 
推论 2.2 对 于 0<C 志 1 有 

limsup sup VEED- WOI 

Tree oui er v2CTloglogT 
limsup sup sup EHS- WOI _ 

Tee OSST- oss /2CTioglogT 
特别 , 当 C = 1 时 ,就 是 Lévy 关于 Wiener 过 程 的 (古典 ) 重 对 数 律 . 
推论 2. 3 RIA 


a.s. (2.20) 


a.s. (2.21) 


lim sup WG + W|I 


T= 0st ValogT 1 as (2.22) 
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从 推论 2.2 或 直接 从 定理 2.1 可 给 出 Lévy 关于 Wiener 过 程 的 重 对 数 律 ， 
这 就 是 
定理 3.1 


tt 


lmeup — EL 
12> JT loglogT 
这 只 需 在 (2, 1) 中 让 sr = T REZ 20 中 让 C = 1 即 得 , 又 从 (2.4) 还 
可 等 出 
定理 3.2 


一 1 a.s. B.D 


limsup sup -wol limsup sup Wen - 1 a.s. 
T> or /2TloglogT T os /WTioglogT 
(3.2) 
3 (W(zT); 0 < x < 1) ET — 0% 时 的 性 质 ,首先 由 Strassen # 1964 
年 给 出 较 完善 的 描述 ,这 就 是 本 节 中 将 要 讨论 的 关于 Wiener 过 程 的 Strassen 


重 对 数 律 , 为 叙述 这 一 基本 定理 , 先 引 人 下 述 记 号 . 
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E CCo] 中 一 切 绝对 连续 , 且 满 足 (0) = o, Cf oyd < 1 的 函数 
J HERAK, 


Pmax) = 0< z=<1. 


易 见 {9.(z)) ERR 8888 CL0,1] 的 随机 过 程 列 ， 

定理 3. 3(Strassen) 随机 过 程 列 你 (z); 0 之 < 之 二 在 CL0,1] 中 概率 
为 1 地 相对 紧 且 极限 点 集 为 天 ， 

注 3.1 定理 的 结论 是 指 存 在 人 2, 己 , PUL) = 1, 使 得 :fi) 对 每 一 人 
O, 及 自然 数列 fmu} ,有 子 列 mw = n, (o) B f € 区 ,使 在 [0,1] 上 一 致 地 有 
P (10) > fa); GD 对 任 一 六 E Kw € No, 存在 m = mlo fy EEO, 
1] 上 一 致 地 有 J, Cr,o) > fGo). 

定理 的 证 明 需 要 下 述 引 理 . 

引 理 3.1 Ë f B[0,1] 上 实 值 丙 数 , 则 下 面 两 命题 等 价 : 

GQ) 了 绝对 连续 且 | O adr 1 


GD 连续 ,对 任 一 正 整数 -, > >| f 


= 


证 H Schwarz 不 等 式 ,我 们 有 
È sij- A54) < > (PCz))sdx 


= r Dr 


- [ayar < 1. 
: 


所 以 由 G 可 推 得 (ii). 现在 来 证 由 (ii) 也 可 推 得 (i). 
因为 f(x) 在 [0,1] 中 有 界 且 一 致 连续 ,所 以 对 任 给 的 之 0, 有 650, 使 
Y |z — y| 之 3 时 |f(z) 一 f(y)| < 之 & 不 始 设 当 e 一 0 时 6 二 6(e) — 0. 对 
[0:1] FER m 个 互 不 相交 的 区 间 (osyp8D Ck = 1,2,… ,mm)， 对 充分 大 的 r, 存 
#W@E O< iu <i <. < u.< rs 
la, — i r| < B, |B, — ii/r| < 8. 
应 用 Schwarz 不 等 式 有 


SED- fal < Š) 


AEAEE NE e t e 


paj 


人- 


< [> 


=] 


<1 {Dh a) + 2m8) 


= 


1/2 


+ 2me. 
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由 。 任 意 性 及 5 = 6(e) — 0(e — 0), 由 上 式 妈 可 推出 

XG fals {Ta} 
这 就 得 证 f(x) 是 绝对 连续 的 ,因此 户 (z) 在 [0,1] 中 几乎 处 处 存在 , HGD Ë 
Fatou FR OV 是 上 可 积 的 且 | (P(x))raz < 1. E. 


z 


引 理 3.2 ” 设 d 是 正 整数 ,%,… ,as 是 实数 ,满足 >}of 一 1, 记 


S, = aW (n) + a,(W(2n) — W(n)) + + + aW (dn) — W((d — Dn)). 
那么 有 


limsup S,/ V2nloglogn =1 a.s. (8.3) 

liminf S,/ V2nloglogn =— 1 a.s. (3.3) 
证 首先 来 证 

limsup|S,|/ V3nloglogn <1 a.s. (3.4) 


因为 5, 服从 正 态 分 布 N (0,n) ,由 正 态 分布 尾 概率 估计 ,对 任 给 6 > 0 及 适当 
大 的 = 有 


P{1S,| > (1 + e) Vanloglogn)< dogn) +e", (3.5) 
令 N, = [P] 0 > 1). RAAG. 5) 式 得 
DP{ 1S > Q + 0 V2NoglogN,] < oo. 
由 Borel-Cantelli 引 理 得 
limsup|S,,|/ V2NuoglogN < 1 +e a.s. (3.6) 


另 一 方面 ,应 用 定理 2. 1 我 们 有 


limsup max max WOD — WGNO| 


人 
= limsup sup sup 1WG t 9 Wl =< /d(0 — 1), 
ace a Jogot N, 
n 
所 以 由 ISa 一 Ss,| < 222 IWO — WOND | 即 得 


i 
S,— S 
limsup sup — IS. Sl = ən /9— 1. (3.7) 


e ese J /2NloglogN, 
由 (3. 6) 和 (3,. 7) 式 , 并 选 8 充分 地 接近 于 1 就 可 推 得 (3. 4) 式 成 立 . 
其 次 ,我 们 来 证 
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limsup S,/ v2nloglogn 221 a.s. (3.8) 
BOE 0 << AOIRA WE O> dew N, = 0, 
S; = a (WOND — WNG OD) + a WND — W(N,)) + == 
+ a (W(dN,) — W((d — DND). 


那么 
ECS; = (ah + = + aN, + oNs — dN,-) 
= N, — wdN,_, 2 N. — d4/0) > N,Q — e). 
由 此 及 正 态 分 布 的 昆 概 率 估计 得 
fp > e: oñlogloeN, f 
2N,(1 — e)loglogN, 2 V 2*loglogN, 
WAS; k= 1.2.) 是 独立 f.v, 列 ,所 以 由 Borel-Cantelli 引 理 就 有 
lims — S — > 0 o, (3.9) 
° y 2N,loglogN, 
WN Sn Nao 
limsup — $+ — > limsup Si — limsup ANL, 
= Vinloglogn e VaNdoglogN: “™ V2NloglogN, 


运用 定理 3.1 可 得 上 式 右边 第 二 项 不 超过 Ve ,这 样 由 (3.9) 和 的 任意 性 ， 
从 上 式 即 可 推出 (3. 8). 从 (3.4) 和 (3. D 式 得 证 (3. D 式 成 立 . 由 W 的 对 称 性 
得 (3. 3 ) 也 成 立 . 证 毕 . 

对 任 一 € C[0,1] 和 正 整数 d, 记 

Poda -ile 
Rehid<xz<G+ Dd, ,i=0,1,d— 1. JIO RRAS EA i/d 
上 的 线性 内 插 . 令 
C,= (f, f € C[0,1]1C C[0,1], K,= (fof € K). 

由 引 理 3.1 可 知 K, C K. 

引 理 3.3 FAO OOD) 在 C, 中 概率 为 1 地 相对 紧 旦 极限 点 集 为 Ka 

证 ”内 定理 3. 1 和 Wiener 过 程 的 连续 性 ,命题 在 4 = 1 时 成 立 .我 们 来 
证 d = 2 时 也 成 立 . 对 于 较 大 的 4, 可 类 似 地 证 明 . 记 Z, = (W (n) WO) 一 
W(n)) (n = 1,2,--) a p ERR WE a + B° = 1 那么 由 引 理 3,.2 和 死 的 
连续 性 ,序列 
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a 
全 名 aW RWO -WAD -1.3 
v Znloglogn v 2aloglogn 

的 极限 点 集 是 区 间 [ 一 1,1]. 这 就 推 得 {Z,/ v2aloglogr: n = 1,2,…) 的 极限 
点 集 是 单位 圆 的 子 集 , 且 单 位 圆 的 圆周 属于 这 一 极限 点 集 . 

现在 记 Z = (WG), W(2n) — Wa), Wn) — W (2n)). 如 上 同样 可 
HE(2Z;/ /Gnloglogn; n = 1,2,-.) 的 极限 点 集 是 Rs 的 单位 球 的 子 集 , 它 包含 
此 球 的 边界 . 从 这 一 事实 通过 投影 就 可 推 得 {2,/ /2nloglogn; na 一 1,2,…} 的 
极限 点 集 是 R° 的 单位 圆 , 这 与 我 们 的 结论 等 价 . 

定理 3. 3 的 证 明 ”对 每 一 w € 了 ,我 们 有 

up, T(z) =P G) |< ER, SR h +s) — ha) 


= ap sp Wt fa 
on oss VD Tnloglopn d 

由 推论 2. 2 可 得 
limsup sup [POO 一 (z) | < d 
这 样 由 引 理 3.1 和 3.3, 并 注意 到 引 理 3.1 保 证 了 天 是 闭 的 ,就 证 明了 定理 3,2 

成 立 . 

注 3.2 Strassen 原来 的 证 明 是 比较 复杂 的 ,这 里 运用 Wiener 过 程 增 量 
的 有 关 结 果 , 证 明 就 简洁 得 多 了 . 又 定理 3. 2 中 的 离散 性 不 是 本 质 的 . 如 记 


-V as. 


nx) = W(zz)/ Valoglogt, 0Kr<1, (3.10) 
那么 可 写 出 
定理 3.4(Strassen) (m(z); 0 < ¿< ce) 在 C[0,1] 中 概率 为 1 地 相对 
紧 且 极限 点 集 是 K. 


最 后 ,我 们 来 给 出 当 上 -> 0 时 的 如 下 形式 的 重 对 数 律 . 
定理 3.5 (Lévy) 


limsup wol = limsup sup Wol =] a.s. 
mo V2toglogt ' me os /2W0oglogt 
证 ”由 定理 3.1; 对 (1.1) 中 定义 的 Wiener gË (W G) ) 有 
; T>] : iw- 
1= limsup ——— = limsup -一 “一 一 一 一 一 
全 = v2TloglogT T= V2T oglogT 
= limsup WOL. a.s. (3,11) 


=° Valoglogt™ 
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另 一 式 由 定理 3. 2 可 得 . 
注 3.3 显然 定理 3.5 也 可 改写 为 :对 任 给 的 > 0, 我 们 有 
limsup Waeth — WG)[ + h) 二 W()| = 
0 V2hloglogh 1 
比较 定理 1.1 与 (3. 12) TJ M, 8 8 ER W G) 对 任 一 固定 的 z ERER 
大 于 (2hloglogh-')' ?一 这 是 局 部 连续 模 . 另 一 方面 ,定理 1.1 告 诉 我 们 ,在 
某 些 随机 点 连续 模 可 以 大 得 多 ,达到 (2hiogi-1) — 这 是 整体 连续 筑 . 这 意 
味 着 Wiener 过 程 的 样本 轨道 在 某 些 随机 点 上 重 对 数 律 被 违反 了 . 


1 a.s. (3.12) 


$4 Skorohod 做 人 定理 


Skorohod 嵌入 定理 是 60 年 代 初 概率 论 的 一 个 杰出 成 果 , 它 把 i.i.d.r.v. 
的 和 5, 通过 停 时 与 Wiener 过 程 联系 了 起 来 . Wiener 过 程 具有 许多 良好 性 质 ， 
这 样 一 来 ,通过 典 人 定理 就 有 可 能 导出 ,的 某 些 极限 性 质 , 下 一 节 的 Strassen 
强 不 变 原理 就 是 一 个 有 力 的 例子 . 

4.1 Wiener 过 程 的 加 性 质 

ERP, AW = (W0; 222 0) E Wiener AI, = (W(s); 0 < 
5 S< 2). Ë f, W, Wiener 过 程 具 有 很 好 的 软 性 质 ， 

引 理 4.1G) (WO), Z, t> 0) Eh. 

Gi) EWO — WO =t— sas, (0 <s < ti (4.1) 

Gi) {W200 — t, Fa t 22 0) tB Jt Bh. 

š D Ai W,= WG). 4 s< tB, H Wiener 过 程 的 增 量 独立 性 有 

EQW,| Z.) = EGW, — WZ,) + W, = E(W, — W) + W, = W, as. 

Gi 当 0 委 ><t 时 ,有 

EW, — W, P} |Z) = EW, WY = t — s as 
Gü) 由 GD 有 
EWW |F) = W,E(W,|.Z,) = W a.s. 


所 以 
EUW, -WX — G — s)|2Z,) = EW = lF Ws) a.s. 
引 理 4.2 ” 设 U 是 实 直 线 上 的 一 个 开 集 , 则 Wiener 过 程 W 首 次 离开 U 的 
时 刻 


Tulo) = inf {t; Ww) € U) (4.2) 
是 Wiener 过 程 的 一 个 停 时 ,其 中 当 {*} 为 室 集 时 ,定义 z (a) = co. 
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特别 ,当世 一 a,b), a 之 0 之 5 时 ,tos 一 rw 是 一 个 有 限 停 时 . 
证 ”事实 上 ,如 记忆 ,= {r:d U) 之 1/n), 则 对 任 一 实数 i(> 0) 及 一 
切 有 理 数 0 过 7 < r, 
t <) = (WO) € U) UMN UWO) € D.) € Z, 
所 以 tu 是 - 个 停 时 . 
A U = (a,b), a < 0 < b B, W(0) = 0, H Wiener 过 程 的 样本 
函数 概率 为 1 地 连续 是 无界 ,所 以 5。 是 a.s, 有 限 的 . 证 毕 . 
引 理 4.3 IX, 575 20) 是 样本 沙 数 右 连续 的 拷 ,r 是 它 的 一 个 有 界 
ETS B Y, = up IX] 可 积 , 则 EX. = EX.. 
证 Bh, = 11/24 = 1.2, e 
Ba = le; (k — 1)h,t, < rw) < khato). 
则 
Ta = Dkhtola, Yt, 


且 
所 Dal X, 
; 


由 于 {X,, 多 1} ER, khato < t6, 由 此 即 可 推 得 
EX, = Df, XapdP = E|. XdP = EX, = EX.. 


又 因 |X. | < sup |X,| = Y,,Y, 可 积 ,因此 由 控制 收敛 定理 即 得 
EX, = EX, — EX., 


得 证 引 理 4.3 成 立 . 
推论 4.1 É r E Wiener 过 程 的 有 界 停 时 , 则 EW (z) = EW, = 0, 又 对 
每 一 + 之 0 及 任 一 停 时 r 有 
EW(r At}=0, EW(rAt)= EC AD, (4.3) 
其 中 r À z = min(r,2) 是 Wiener 过 程 的 一 个 停 时 . 
证 ”由 于 Wiener 过 程 是 款 , 且 概率 为 1 地 具有 连续 的 样本 函数 ,又 由 引 
理 1.2 可 知 对 任 一 :> 0, sup [W0] 可 积 , 故 由 下 理 4.3 即 得 EW(r) = 
EW (t) = EW (0) = 0. 特别, 对 任 一 停 时 r+ 及 {之 0,r 谤 t 是 一 个 有 界 停 时 , 故 
EW(r At) = EW (0) 一 0. 此 外 ,由 引 理 4.1 知 {W?(2) 一 t,t 之 0} 是 堵 ， 
且 满足 引 理 4. 3 的 全 部 条 件 , 故 对 有 界 停 时 r+ 人 :有 
E(W:(z A t) — z A t) = EW(0)—0)=0. 
即 得 证 EW: (r A i) = EC A t). 
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引 理 4.4 ”对 Wiener 过 程 W 的 停 时 r= r,, a < 0 < b, 


PW a PW =o = L G.D 
lal +6 lal +b 


H Er = EW’ (r) = |ajè. 

W ”因为 WW(0) 一 0, 所 以 Wiener 过 程 的 样本 函数 都 是 从 点 0CE (a,6)} 
出 发 , 且 是 双边 无 限 的 . 因此 = ru AR. I W (r,o) 或 在 a 或 在 6 点 离开 开 
Ís] (a b). ië 

P(WG)=a) =p, P(W(r) =b) = 1 — pb. 
注意 到 在 (< r) 上 
[WO < laf +b c, 

所 以 当 :-> co 时 


Í IWO |dP < PG > t) — 0. 
= 


从 推论 4. 1, 由 控制 收敛 定理 , 当 # — co 时 有 
0 = EW(z A D = Eloo W) + Ela> WG) > EW (e). 
这 样 
0= EW(r) =ap bO — p), p= b+ lal), 
得 证 (4.4) 式 成 立 , 应 用 同样 讨论 于 {Wz); t+ 之 0} ,从 推论 4 1 可 得 
Er= limE (r A= limEW°(z At) 


= lim( Elen W?) + EL Wt) ) = EW? (r). 


直接 计算 知 EW?) = Jalb. 证 毕 、 

4.2 Wiener 过 程 的 强 马 氏 性 

引 理 4. 5(Wiener 过 程 的 强 马 氏 性 ) 设 * 是 Wiener 过 程 W = (W0); 
t 之 0) 的 停 时 , 则 

Wr = (W(z + t) — Wr); t> 0) 

也 是 Wiener 过 程 且 它 与 Wro.n = (WEO; 0 < £ < r) W. 

证 ”显然 过 程 W"' 的 样本 函数 都 是 从 0 出 发 且 概 率 为 1 地 连续 、 双 边 无 界 
的 . 这 样 ,我们 只 需 证 明 W: 的 分 布 与 Wiener 过 程 同 分 布 且 与 Woa 独立 . 

31 OW, W.) 和 OW，… WE) EW 和 Wr 的 任 给 的 对 应 的 有 限 
维 随机 向 量 ,g,,… ,gw 是 及 上 任意 的 实 值 或 复 值 有 界 连续 函数 , 任 一 事件 了 BE 
多 .一 0(WV,:0 所 上 委 可 ,我 们 只 需 证 明 

Esg Wi) ga (Wi D) = PBDE (Wega We)). (4.5) 


Bm gla) = et, W| W = es g WD = eP KA g (a) = 
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T[0,a;), MJ g WO = OSW, < ap). 
设 h = 1/2", 
z. = Xh I — Dh, < r < bh), 


MII 
r Vr, Won Wes (4.6) 

而 且 

BN G, = kh) € Fu, = oX: 0 < s < kh). G.” 
为 证 (4. 5) 式 成 立 , 先 来 证 明 当 + 换 为 5 时 (4.5) 式 成 立 ,事实 上 ,由 (4.7) R 
及 Wiener 过 程 的 增 量 独立 性 可 得 

ELIB N G, = bh gr (W... — Wa DEn (Va a, — Wa.) 
= PIB N G, = kAd JE Lg W, g (W, )), 

对 天 从 1,2,… 求 和 , 即 得 (4.5) RH c 38 r 时 是 成 立 的 . 这 样 从 (4. 6) 及 控 
制 收 伍 定理 就 可 推 得 (4. 5) 式 成 立 . 证 毕 ， 

4.3 Skorohod RAZE 

引 理 4.6( 据 入 引 理 ) Brv. X AH d.f Fa), HEX = 0, 0 < VarX 
= o < 00, 则 存在 Wiener 过 程 W 及 它 的 一 个 停 时 rr ,使 得 

PIW(z <r} = Fle), Emy = et, 
APUV Eny BULOLYV. 

证 BW = WG) > 0) BERZE, Po) Ei Wiener 过 程 ， 
UVU SISV EREZA A PO 上 的 随机 向 量 , 它 具 有 如 下 的 二 
元 联合 分 布 : 

dG) = eo wdF dF(o), 3 < 0 <, 


其 中 a = EX = EX-. 因为 EX = EX*— EX- = 0, B X E3EjE 4k 85. 8⁄& 
a> 0. 这 样 在 乘积 概率 空间 (OAez ,PP) = A, X 0), XA P,X P.) E, 
WW 和 (U,V) 是 独立 的 , 即 5 域 oCW (st 之 0) 和 olU,V) 是 独立 的 .车 记 
rp = inf {WEO € (U,V)}, 
则 
《rov Si) = tminW (s <U;U ImaxW(s) DVJE F,, 
所 以 rr 是 Wiener 过 程 W 的 一 个 停 时 . 
# a > 0, 则 由 条 件 概率 性 质 
PIWGuv.) >a} = E(P(W(r.,,) > a|U,V)). 
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由 引 理 4.4 得 
0, va, 
PIW (ty U =u ¥V =v} = 
(Wow) a |U =u v} Pen, 当 Za. 
代入 上 式 得 
° í” — u 
P Wann > a = | | aca, = PO > O. 


s 
类 似 地 ,车 a < 0, WA 
P{W (tuy) <al= P(X <a), 

IHE W Cov) BJ d. £ EF X BJ d. í. F(z). 

又 由 引 理 4. 4 REWER W Coo 5 X ajata 

Etyy = ECE (tov [U,V Ð) = EIUV| = EW (tyv) )? = KX. 

证 毕 . 

定理 4. 1(Skorohod 嵌入 定理 ) ” 设 给 定 i.i.d.r.v. PJ X n 21}, EX, =0, 


VarXi = 1. 记 5 = 0, S, = > x, 人 一 1, 2 …)， 则 存在 Wiener 过 程 W 
= 


= (WG) it > 0) 及 与 它 独立 的 正 蕊 序列 {ruin 之 1} 使 得 
G) (an> 1) 是 ii.d. 的 , Ez, 一 VarX = 15 


Gi (w[ Sz) _ w[ Sia) m 21] ij d.r.v. ARAS X, 相同 的 
分 布 ,或 者 等 价 地 

ai) Iw [ Èz) im 115(San > 1) 同 分 布 

证 ZROD 与 (ii') 是 等 价 的 . 为 证 (i) MGD, W 是 概率 空间 
hsa P.) 上 的 Wiener EF, RBU V), UaV) ae 分别 是 概率 空间 
(Q. P.) (l, P,) =: 上 ,具有 共同 的 一 元 联合 分 布 C(z,z) 的 随机 
向 量 . 那 么 在 匀 积 概率 空间 

(0,.Z,P) = (8, X ü, X ü, X —-, S, X aZ, 
X W, X Po X P, X P, X =) 

F.W Aii.d. 随机 向 量 列 {(U,,V,)sn 221) 是 独立 的 . 由 绰 理 4.6, 存 在 WW 首 
KAFU VD 的 时 刻 r, = to v EE Wiener 过 程 W 的 一 个 停 时 , 且 满 足 
Wén) ËX, Er = EX =1. 

LAR 4.5 i WY = Wa, + t) Wa) 220) SWG) U I V ;0 <s 
=< =.) 独立 ,因此 Wiener gW? t W (z) 独立 .类 似 地 ,存在 W” 首次 离开 

(U,,V,) 的 时 刻 r Z J: Wiener JEWO 的 一 个 停 时 , 且 满 足 
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W (z) =W + r) Wa) EX, En = EX: — 1. 
W = {Wir +, +) —W(z, +z) it S0) E Wiener 过 程 , 它 与 W(r +r) 


独立 . 依 此 继续 ,我 们 得 到 满足 (i) H iidr v. 列 {t.;n 221) 和 满足 (ii) 的 
iidr v. 列 


Wer), Wn + r) — Weee ,W[ Da) —w[> r). 


BW) =X, 定理 证 毕 . 

Æ ”Skorohod 原来 的 证 明 比 较 繁复 . 这 里 利用 款 的 简单 性 质 , 比 
Skorohod 的 证 明 要 简洁 一 些 . 

Strassen 在 1964 年 应 用 Skorohod 艇 人 定理 证 得 了 关于 ii.d.r.v. 的 部 
分 和 的 著名 强 不 变 原理 之 后 ,接着 又 推广 嵌入 定理 于 款 , 获 得 关于 黄 的 强 不 变 
原理 . 这 一 通 人 定理 以 后 又 被 其 他 作者 推广 于 更 一 般 的 情形 . 


$5 ， 强 不 变 原理 


5.1 独立 同 分 布 随机 变量 和 的 强 不 变 原理 
E (X, in 2 1) 是 概率 空间 (0,-w,P) 上 的 iidrv 列 ,EX, = 0, 


VarX, = 1. iS. = x, 于 一 12 定义 
wW, = mS + Gat — [MDX LSL 
定理 5.1 对 于 给 定 的 i.i.d.r.v. 列 {X,;n 之 1}, 可 构 作 一 个 新 的 概率 空 
间 人 ,3 ,六 ), 在 其 上 存在 一 个 Wicner 过 程 玉 二 IW(0) 4220) 和 一 个 +.v. 列 


Ban > 1) ,使 得 


G) Bon 21) 与 9,32 221) 同 分 布 ; (8.1) 
J. Bwl 

GD lim Pç: = 0 a.s. (5.2) 
Ë = Vnloglogn as 


证 “对 !X.), 设 (cz) 是 由 Skoohod RAEE XH iid. rv. 列 . 记 


Š, =W + = + z). 
则 G) 被 满足 . 为 证 (i) ,注意 到 Er = VarX, = 1, 由 Kolmogorov 强大 数 律 ， 
BE r. + oe Fri =n + p JErh 9, =o) a,s， 现在 我 们 利用 定理 2. 1 来 导 
出 (5.2) 式 .事实 上 ,我们 有 
Š. — WG) = W(n + n) — W@). 
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因为 .二 0《n) as， 即 对 任 给 = 之 0, 记 疙 一 


J (<a) C Q, H Peg) 


二 1. 这 样 对 十 a, = en, 由 定理 2.1 8 G, C Ü, PO) = 1. 在 Q, 上 ,对 充分 
Ka 
sup sup — WG 3 WOL gite 
aca Esa A ga, (og(n/a,) + loglogn) 
HIHE— w € 0, N Ms 5 n ZAAK 
[Wen + 9) — W(n)| 


nloglogn 
< sup sup [Wë + s) — WwW] . 2a,(logn/a, + loglogn) 
rns, Eria, 2, Qlog(n/a,) + loglogn) nloglogn 
<2Ve. 


这 就 得 证 (5. 2) 式 成 立 . YED. 

注 5.1 定理 的 结论 是 在 新 的 概率 空间 上 给 出 的 (这 可 以 通过 扩大 原 概 
率 空间 , 即 空间 的 联合 来 给 出 一 个 新 的 空间 ). 在 其 上 定义 新 的 r.v. PJ (Š, 
之 1) 与 原 r.v. 列 (5,;n 之 1) 在 同 分 布 意义 下 等 价 . 且 有 Wiener 过 程 W = 
{WO > 0), f# (6.2) 成 立 . 值得 注意 的 是 ,在 原 概率 空间 上 ,不 一 定 有 
Wiener FRW; Z 0) 使 

[Sa — W(a)|/ Ynlog logn = o) (关于 Pa.s.) 
ARAH MADRE Š, 为 5,, 并 简称 S. 可 用 Wiener 过 程 来 通 近 . 

注 5.2 如 果 只 假设 idrv A (Xun > 1) 的 2 阶 矩 存在 ， 
Major(1976) 指出 , (5. 2) 中 的 速度 是 不 能 改进 的 . 当 假设 较 高 阶 矩 或 矩 母 函 
数 存 在 时 ,Koml6s-Major-Tusnddy (1975，1976) 已 经 求 得 了 可 能 达到 的 最 佳 
速度 . 

利用 定理 5.1 即 可 将 关于 Wiener 过 程 的 重 对 数 律 转移 到 i.i.d.r.v. 列 的 
部 分 和 5, 上 ,获得 如 下 的 Strassen 强 不 变 原 理 . 记 

TD = W,G)/ /2loglogn, 0 =<: <1. (5.3) 

定理 5,2(Strassen 强 不 变 原理 )，、{T,(*,w) ;n 23) 概率 为 1 地 相对 紧 且 
ERARA K. 

作为 Strassen 强 不 变 原理 的 直接 推论 ,我 们 有 

定理 5. 3(Hartman-Wintner 重 对 数 律 ) PIX un 21) Æi idr v. 列 ， 


EX, = 0, VarX, = 1. IB S, = D Xo n=1,2,., 则 
a 
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limsup S,/ v Zaloglogn = 1 a.s. | 
(5.4) 


liminf S,/ v2nloglogn =— 1 a.s. 


且 集 {S Z/2nloglogn ;n > 3) 的 极限 点 集 概率 为 1 地 与 闭 区 间 [ 一 1,1] 重合 . 
证 ”定理 的 前 一 部 分 结论 , 即 (5.4) 式 已 在 第 三 章 8 5 中 给 出 证 明 (作为 
练习 ,请 读者 利用 定理 5. 2 写 出 简洁 证 明 ). 
为 证 定理 的 后 一 部 分 结论 ,只 需 证 明 : 
1” FEQ, PO)=1, H uE Nh KAL- 1,1] 被 会 于 
{S,(w)/ v 2nloglognin Z 3) 
的 极限 点 集 4 中 . 
2° {w;13,(w)/ Z#nloglogn) 的 极限 点 集 包含 [一 1,1]} 是 可 测 集 . 
事实 上 ,由 定理 5,2 可 知 ,对 任 一 a,lal 拟 1,f(t) Sat OKDEK. 
HA PO) = 1, 使 对 每 一 w € 0,, 存 在 子 列 {n'《w)) 使 得 Twow Ew) 一 
fO (0 < t < 1). AE 
Sre! Vn (oyloglogn w) = T, a Gru) — f1) = a, 
即 得 证 1° 成 立 . 
对 于 2", 记 [一 1,1] PERKARA rron 
An = (e: liminf |S,(w)/ V2nloglogn — rn| = 0}. 
那么 An 是 可 测 集 (m = 1,2,…). 而 因 极限 点 集 为 闭 集 , 故 
A= {w:{8,w)/ V2nloglogn;n > 3) 的 极限 点 集 包含 [一 1,11} 
= fa., 


因此 4 是 可 测 集 . 证 毕 . 


习 题 
1. 对 Wiener 4E {(W 0); > 0) 及 实数 5 > 090, 证 明 ; 
P| max WG/2) Sè} < 2w 21/80/85 VF ËB, 
— t 
P| max IWG/2)] >b} < 28. 
0 
2. k 5 > 0,M(0) = sup WG), WE 
G) PIMG) > b) C2P{WO 2 bi 
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Gi) PIMO <— b) < 2P(W(O <— bb; 
Gü) P{sup |W(s)| 2 b) < 2P(|WG)| 225) = 4PIW(I) 2 ah 
qe rs 


3. 试 证 对 于 y > 0,b Z 0R 
PI WG) <b— y, MG)Z b) = PIWG) > b + y). 
4. 试 证 (W(t),M()) 有 联合 密度 
0, z2y m ys 0, 


fay) = _ i =r) 
J mrep- 9222), 其他 情形 


2t 
《提示 :利用 习题 3 先 证 
PIWG) <>, MG) < y) = P(WG) < x) — P(WG) > 2y — z)-) 
5." 对 每 一 满足 1(0) = 0 的 f(t) € C[0,1] RER > 0 8 


Ple; sup Wesa) — fO | < e) > 0. 
aR, 
(提示 :利用 表示 式 
Pla < mO < Mü) <b, WO) € A) = [hdy, 


osant > 0, 


1 < 
A 


Hp m) = inf W), kG) = 
se 


a<0<6 c=b— a, B3Ma<y<5bBhk(y)2 0,) 


6. RE:P HH > 0, MG) > 0) = 1. 
(提示 :注意 到 对 4, = (W E) D 0), Y OPAD = 1/2 县 事件 (Ai.0} 
属于 独立 cv JW G, — WG.) n 2 2) RE a BR.) 


7. 设 {Xan 之 1} Eii drv 8J,EX, = 0, EX} = 1, S, = Sx, 
Wp = n {Spg + Cnt 一 X) 
试用 Skorohod 栋 入 定理 证 明 存 在 一 个 概率 空间 ,在 其 上 有 一 Wiener 过 程 
(WG) > 0) 和 随机 过 程 列 (3,(1) ;0 <: < 1} 使 对 每 一 二 之 1 


BOLK < 1) EW DO <: <1) 


且 


P 
sup |Š,G) — WG) | — 0. 
s<, 
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Banach 空间 上 的 概率 论 始 于 50 年 代 对 向 量 值 随机 变量 的 大 数 律 和 中 心 
极限 定理 的 研究 . 随 着 对 Banach 空间 局 部 理论 和 几何 结 构 研究 的 发 展 ,至 80 
年 代 末 ,Banach 空间 上 的 概率 论 已 取得 重大 成 果 . 等 周 方 法 ,特别 是 乘积 空间 
上 等 周 不 等 式 的 发 现 ,使 得 向 量 值 随机 变量 的 各 种 强 航 限定 理 几 乎 可 以 被 完 
整地 描述 , 另外 ,Banach 空间 上 概率 极限 理论 的 研究 与 随机 过 程 ,特别 是 
Gauss 过 程 , 正 则 性 的 研究 是 相互 渗透 ,互相 推进 的 

本 章 将 对 可 分 Banach 空间 值 随机 变量 的 大 数 律 、 中 心 极 限定 理 和 重 对 数 
律 等 基本 结果 作 一 介绍 , 这 些 不 仅 是 实 值 情形 相应 结果 的 推广 ,而 且 使 我 们 能 
清楚 地 认识 强 、 弱 极限 定理 间 的 内 在 联系 , 限于 篇 幅 , 在 此 不 介绍 等 周 不 等 式 
这 一 强 有 力 的 工具 ,有 兴趣 的 读者 可 参见 [16]. 
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在 这 一 节 中 ,将 给 出 8 值 r.v. 的 基本 概念 ,建立 一 些 重要 的 概率 不 等 式 ， 
并 讨论 B f Gauss r.v. 的 可 积 性 ， 

BHR ETAK Banach 空间 ,具有 范 数 | -B 表示 B 的 拓扑 对 
偶 . 当 x € B, f EB' 时 ,f(x) = (f ,x). f € B' 的 范 数 仍 记 为 ISi. B 65 
所 有 开 集 生成 Bore oR Z. HAFINN, P) 足够 大 ,可 以 在 其 上 定义 
我 们 所 讨论 的 一 切 r.v. KANA PB, A) 的 可 测 映射 羡 为 8 值 r.v. ,并 
且 称 对 在 己 下 的 象 概率 测度 疡 一 px 为 X 的 分 布 .对 B 上 任何 实 值 有 界 可 济 
函数 多 记 


EpX) = | podea). an 


E BETAH AET BERERA TIX 的 分 布 将 由 有 最 维 投影 所 确定 , 即 
MEX RIY 88E B (Ë v , 且 对 每 个 了 E B', 实 值 r.v. f GX) 和 了/(Y) 的 分 布 
相同 , 则 px 一 er. 特别 ,B' 上 的 特征 泛 栈 


EexpGfO0) = | pafe), FEB (1.2) 
将 完全 确定 X 的 分 布 
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设 0<p 忆 oo,X 为 B 值 rv MRE NX N? = | 1X aP < co ME 


次 为 户 阶 可 积 的 ,并 记 | X 1,= E| XU ME | XI. Zesssup| X| 
< co, 则 称 克 为 有 界 的 . 4 E | X | < co R$, FE = € B 使 对 所 有 f € B', 
Ef (X) = f(e). 此 时 令 EX 二 z, 称 为 X 的 数学 期 望 或 均值 , 特别 ,如 果 对 所 有 
f € B', EFX) = 0,MW| EX = 0. H LB) 一 L,(0 ,uP;B) 表示 所 有 p 阶 
WRH B (8 r. v. 组 成 的 集合 . q 1 < p < co 时 ,Lo(CB) 关于 外 .上 ,是 一 个 
Banach 空间 , $ FHR, 上 的 是 函数 ,X AY 为 独立 的 BB 值 r,v. HB 
EF(| X || ) < =e, EF( | Y || ) < oo. 如 果 EY = 0, 则 由 Fubini 定理 可 证 得 
EF(| X [D SEFA X +Y). ERE 
EF( || X D= ExF O X + EY ||) S EFE | X + Y |! )) 
< EzE,F(| X +Y |D = EF || X +Y). 

P X R B IË r.v. ,如 果 和 和 一 总 的 分 布 相同 , 3k X ARR. S = E 
Rademacher r.v. , B] P(e = 1) = P(e =— 1) = 1/2. É e 5 X ls yh z. WJ 
XX 为 对 称 的 +.v， 当 且 仪 当 关 与 eX 的 分 布 相同 , 一 列 独立 的 Rademacher 
r. v. {e} BRA Rademacher 序列. 以 下 总 设 {s} 与 其 他 所 有 r.v. 都 相互 独立 .一 
F B fË r.v IX.) 称 为 对 称 序列 ,如 果 {X,} 与 i&X;} 有 相同 分 布 . 当 {X;} 是 一 
列 独立 对 称 的 BB 秆 +.v. 时 , 则 {X;) 为 对 称 序列 . 对 称 化 技巧 是 研究 B Jë r. v. 
的 强 有 力 工具 . 35 — 4 BB rv X, 可 以 构造 一 个 与 XX 独立 同 分 布 的 
rv. X EX X = X X. RŠ ERR H X 与 党 的 分 布 密切 相关 . 事 
实 上 ,对 t,a > 9， 


PIXI SAPIX >:+a) < P(| XI >D. (1.3) 
mE a MEPU] <a> 1⁄2,M0.3) 可 写成 
PIXI >:+a)<2P(| X| >. (1.4) 


特别 ,五 上 XX 上 ?之 oo (0 之 pp 之 0) 当 且 仅 当 吾 上 证 上 "< ce. 另外 ,(1,3) 也 可 
作 如 下 改进 :对 ta > 0， 
PUSO SAPIX] >: +a) < Pe II >99. 
#E X H Bf Gauss r. v. ,如 果 对 任何 FE B',f(X) 是 实 值 Gauss r. v. Ë 
{zi 让 是 8 中 一 列 元 ,ig'} 为 一 列 独立 标准 正 态 r.v. 82 ie hip D ez, 所 


定义 的 就 是 召 值 Gauss r. v. B fË# Gauss r, v. 范 数 的 平方 具有 指数 可 积 性 ( 即 
《1.5) 成 立 ), 并 且 所 有 阶 矩 相互 等 价 ( 即 满足 (1, 6)) ,这 就 是 
定理 1.1 $ XE B ÍË Gauss r. v. , 则 存在 C > 0 使 得 
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Eexp( | X | ?2/C) < oo, 《1.5) 
且 对 任何 0 < p,q < co ,存在 仅 依赖 于 poa 的 常数 天 ,使 得 
IXI S&K X le {1.6) 


特别 ,Ki 5K VP, p22,K 是 常数 . 

证 令 B 值 :.v.Y 是 与 XX 独立 同 分 布 的 .由 Causs r. v. 的 旋转 不 变性 ， 
AHY /2 与 (X 一 了 )/ V3 相互 独立 且 都 和 六 同 分 布 . 任 给 e 记 1/2, 取 
s> 0WER P(| X | < s) = e WH t> s Bf 

P(IXI <sP(| X| >O 
=P(IIX+YI 
< /2s |X—Y| > V2 
<P(|XI > G= D/Z IYI 2 G — s /2) 
=(P(|XI >G@— Z 


PIX >: mu xl eu-n) 
PATZ S| a 


@r=tr = ( ODETE Dn aa L 重复 使 用 (1.7? 式 ,得 
PU X | Zal < (PUNI > @,— s/ Z 


PUIXT Ss < PIRIS 
之 并 
-| ses [=] 


MH PXI >.) 去 exp 人 | 一 2'log 


L <rt <. a. 这 样 我 们 有 
PUIXISBSPUX I >z) < exp( — 2"log(e/(l — £)))} 


r | 对 任何 * > s， 存 在 之 1 使 


(1.8) 


<|- 24: meles I= =l 


简单 的 分 部 积分 计算 表明 存在 C > 0 使 得 Eexp( || X || */C) < co. 
下 面 证 明 第 二 个 结论 . 首先 令 9 =l, p> 1. s = 4 El XII, s = 3⁄4. 
由 (1.8) 有 


EIx = {f + f eax > oa 


<= + IES _ loe3 de < (K VP, 


h K 为 常数 . 
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对 于 g 之 1 之 刻 令 0 注 足 1 一 全 + 1 h Halder 不等式 
EYXI= EIX XI < El XI9%CGE| XI De 52 
<GK VPEIXID IXI 
这 样 ,ENXI < GK VPY IXe IXI, <4K VP ElXI < 
UK SPNA Ila 
Mo <4< <I EIMEL E +H m 
IXH SERXI < GK /2 > X a 


定理 证 毕 . 

下 面 介绍 一 些 关 于 B8 值 r.v. 列 部 分 和 最 大 值 的 概率 不 等 式 . 其 中 Levy 和 
Ottaviani 不 等 式 是 实 值 情形 相应 结果 的 拓 广 ,而 Hoffmann-Jergensen 不 等 式 
和 压缩 原理 是 为 研究 B IË r. v. 而 建立 的 . 

定理 1.2(Levy 不 等 式 ) (Xol <; < N) Æ BERR r. v. ip S, 一 


i 
YX 1SN MEAO, 


并 1 


P| max | Sl >e} < 2P | Sel >, a.D 
ISAN 
P{ max |X; >) < 2P118, | >e 0.19 
2 
特别 ,对 任何 0 之 之 0， 


E max | S, | < 2E|Ss h^ E max, IX e S 2E || Sx I. 
证 DEG. 9),(1.10) 可 类 似 证 明 . 令 = intik k <N. | Se >. 
BAT =k RMF X X... X. ATHE RRL Kirt X — Xe 
ey — X.) S Xot XiXe t Xa) 的 分 布 相同 , 故 


N 


PLIS >= EPE Sal >r = k 


= DPS RA >= 
其 中 Ri= Sw 一 Si, 1 EREN. 
另 一 方面 ,由 三 角 术 等 式 
21S L IS. +R| + IS. Rl = ISI + IS -— Rl, 
因此 


。 
Pasis >= Dreso 


imi 
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< D PS >er = k) + P(S Rl > tr =b) 


= 2P{ || Sxl >. 
定理 证 毕 . 
作为 Levy 不 等 式 的 一 个 重要 应 用 ,我 们 有 
定理 1.3( 压 缩 原理 ) í F.R.— R, KISS. z € B, 1: << N, 
实数 a ME lal < 1, 1 < < N. IJ 


EF| 1 Yaz 1] < EF[ 1 Sont), aan) 
且 对 任何 上 > 0， 
ri Jaen I>} <27{1 Don l>a. a19 


E ER LELEK p:a) EF| | Pasal] BASRA 
函数 ,并 且 在 紧 凸 集 [一 1,1] 上 ,9 在 某 一 极点 处 达到 最 大 值 . 即 存在 qq，…， 
忠清 尾 中 一 1 或 一 1 使 得 ， 

x 
mexEF| | Saen |) = EF| 1 Xem l). 


由 于 {6) 的 对 称 性 ,EF[ | Yate |) = EF 1 Zien 1] kta. R 
立 ， 
h (e) 的 对 称 性 ,不 妨 设 之 0. 进而 由 {sil <; < N) 同 分 布 ,可 设 


x 
m 2 = > as > ayp = 0. @ S, = Van, 1< < N, M| Sas, = 


Dalsi — Sd = X>) le — asa)S,, Br 1 


#1 


|| >a, | < X — aa) | S, || < maxlsl. 0.13) 
名 EN 


fal 


由 (1.13) 和 Lévy 不 等 式 即 得 (1. 12). 定理 证 毕 . 
MRX) 相互 独立 但 不 具 对 称 性 , 则 可 用 如 下 结果 代替 Lévy RER. 
定理 1.4(Ottayiani 不 等 式 ) G(X; SiS N) Æ BERRY r v. iB S, 
= Xx 1< < N.WJSHE4J st > 0 


T 


PUIS 1 >t 
1— max P{ Sr S, || > s 


证 Arsik <N. |S,| >: +s), Hring =o. RZ r = k) 


P| max [S| >: +) < 0.10 
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仅 依赖 于 XI X... XO B 
x 
P| max ISi >: +s) = xp =p. 
#r= kB | S — Sl < ,时 ,有 11Sw 之 全 放 自 独立 性 


PINS > = Sptr mh, l Sxi >} 
£= 


> X1P(r= k, I Ss — Sl <) 
= 
N 
> inf PL I Sw — Sil <s) PP =k} 
得 证 (1. 14) ART. ERMEE. 
下 列 Hoffmann-Jergensen 不 等 式 在 BW r.v. 部 分 和 的 可 积 性 研究 中 起 
着 重要 作用 . 
定理 1. 5(Hoffmann-Jergensen 不 等 式 ) G(X S <N) BRAME 
i 
r.v. B S, = DX;, kN WEN t> 
= 


P| max ls >3+s}<|P [max ls > 中 + P| max lS, 1 > 中. 
《1- 15》 
进一步 ,车 {Xi+1 <i < N) 又 是 对 称 的 , 则 
PIISK > 2+ OKAPU Sal >r): + P| mas | >s} 


(1.16) 
证 rsin jS N. Sl > RZ (r= j DRT AX X 


N 
X, R (max || S, | > = 26 = j. BbhtE(r = j) E 
ISI < kj 
WS. <:+ NX + lS — sil, k > J. 
总 之 , max ‖ S, | <: + max || X, | + max |í S, 一 5; 上 .由 此 及 独立 狂 得 
DEREN LEN EPEN 


x 
P| max | Sll >3 s) = >P = j max, ISl > 3 +s) 


x 
< DPle= j max 18, — Sl >z) 
= 

+ D Pfr = max Ix. >s} 


m 
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x 
< XP- jP|[max 1S, — Si > 2) 
x 
+ X P(e = j» max | Xl >s} 


< [P| max lS >4)) + P[|ma Ix >s) aD 


即 第 一 个 结论 成 立 . 
现 证 (1. 16) R HF- 1=< ; < N, 
1 sx < WÚS- I + IX, + BS, — Sl. 
类 似 于 (1,17) 式 ,我 们 有 


N 
Pi Ssl > +s = DPtr=j Sxi > 2e s) 


n x 
< DP DPU Sy S >e + DPlr= jima | X, | > s|. 
j=1 j=l iN 


由 Lévy 不 等 式 得 证 (1, 16) 式 成 立 , 证 毕 ， 
推论 1.1 o< <o, {Xs Li < N) E LB) 中 的 独立 rv , 记 


t 
S, = 22X061 < š < N, EX n = infr > 0,P(max | S, | > ) < 
各 


{2 4) 下 }, 则 
E max || S, || ” < 2 + 4E max || X, || ° + 2(4%)”. 《1. 18) 
<N ISIEN 
进而 若 X, EAR EX to = inf{t:t > 0P Sal >: << (8 + 3-1, Rl 
El S. 12 < 2 + 3E max l| X, || + 2(3t2°. (1.19) 


üE 仅 证 (1.19),(1.18) 可 类 似 地 证 明 . 令 之 .由 (1.16) 及 分 部 积分 
公式 有 
E | Sa o= [PS > de 


=+ }P{lssl > aa 
< gw ta PE Pd Sul > py 


+ y| P| max Ix, > a 


LPW + 4° PPU Sl > PSs | > nas 


+ 7E max | X, | ” 
IKEN 
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< 3 + +E | S. ||? + 3E max || X, | °. 
2 TS 六 
经 过 变形 得 
E| 5 生生 2 3 + 2E max IX, l”. 
既然 x 之 可 任意 选取 ,得 (1.19) 式 成 立 .证 毕 ， 
推论 1.2 PRO << co, {Xa 21) 是 一 列 独立 B 值 tr.v., 邻 5S, 一 
D Xon 之 1 如 果 sup | S, | < co a.s. 那么 下 列 条 件 等 价 ， 
G) Esupl S. |7 <; 
Gi) E sup | X, |? < æ. 
如 果 S as KAWO 和 {i) 等 价 于 
Gi) E | Şiz [° <=. 
非常 有 趣 的 是 Borei-Cantelli 引 理 的 独立 部 分 可 以 从 推论 2 得 到 . 事实 上 ， 
E Aan > 11 是 一 列 独立 事件 , 且 PIA, io.) 一 0, 即 >)7(4,)》a.s， kit, 


那么 DEI(4) = P(A) < e°. 


ol 


fmi 
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R XE BÍ rv. (Xai 21) 是 一 列 与 尺 同 分 布 的 独立 r v. , 记 S, 一 


SX. 如 果 s /w BRA ML X W E hab RR ES, X E 
CLT). 

34 B = R B}, X € CLT(R) HR EX = o, EX: < ceo. 此 时 SA V 
BB kk FE yd NO), d = EX?, 对 一 般 Banach 空间 B. it X € 
CLT(B), 那 么 对 任何 € E', f(X) € CLT(R). 因此 EFCX) = 0, Ef(X)? 
<=, B S,/ Vn Ski B 8 Gauss r.v. G = G(X), 其 中 G 与 X% 具 
有 相同 的 协 方差 结构 ( 即 Ef(G)? = ES (X) ,此 时 称 久 为 预 Gauss r. v. 然而 
E|] X ||? < co ARE X € CLT(B) 的 充分 条 件 , 也 不 是 必要 条 件 . 正如 下 面 
结果 所 表明 的 那样 ,x € CLT(B) 不 仅 与 X 的 概率 性 质 有 关 , H ki + 
Banach 空间 B 的 几何 结构 , 我 们 将 从 满足 中 心 极限 定理 的 万 值 r. v. 六 的 范 数 
的 可 积 性 的 讨论 开始 . 
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定理 2.1 着 XECLT(B), 那 和 EX 二 0, 且 
meP XY >t = . 《2.1) 
特别 , 当 0 < p < 28, E | X o. 
u 仅 给 出 (2.1) 的 证 明 . 首 先 假设 区 是 对 称 的 r.v. po < << 1,G = 
G(X) 表示 S,/ ¿n 的 极限 r.v. IEN t> 0 
limsup P(|S,|/ Va >A PIG >. (2,2) 
E G È Gauss r.v., E || G ||? < co. 因此 可 选 te = OC e) 充分 大 使 得 
PIIG] > to} < e/t. H (2. 2), #£f#E n, = n. (e), 14 n > n, Bt, 


PAIS, / Zn > to} < 2e/to (2,3) 
又 由 Lévy FERA 
p[ma | X. >t vi) <a <. 
l<i<" 
再 由 {X;} aa Elar Ei 
nP(| X1 >h Zn) < get. (2.4) 


由 此 从 (2.4) 可 推出 
limsup ëP ( | X | > z) < 16e, 


由 任意 性 得 证 im eP( | X | >) = 0, 

ME XRH G X 5 XANA iX = X — X' W| X € CLT(B). 
由 已 证 的 结果 有 

lim#p( IX >) = o. 
Qu REPKI <u) 21⁄2. B O.4) 得 
PIIXI > +a) <2P(|X|I >, 

所 以 仍 成 立 着 im #P( | X >e) = 0. E. 

推论 2.1 MRX € CLY(B),HJ 

lim ë supP{ || Sa H / (a >) = 0. (2.5) 

WL 30 < p < 2, supE || S,/ Vn ||? < o. 

证 “对 任何 给 定 的 4, 记 了 = S/V EPY Yon Yn 相互 独立 与 了 同 
DEW SYS vV 均 与 Su/ 5 天 则 分 布 .在 定理 2.1 的 证 明 中 用 了 代替 区 即 


得 .证 毕 、 
为 方便 计 ; 记 CLT(X) = supE || S, | / “n. 
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称 乱 满足 有 界 中 心 极限 定理 , 记 作 对 E BCLT(B), 如 果 5S./ Vn RER 
有 界 , 即 对 任 给 > 0, 存在 于 > 0 I supP( | S. | / Va > M) < e, 
定理 2,1 及 其 推论 2.1 HERRA, # X € BCLT(B), 那 么 EX = 0 B 
supsup#P(|S.I/ Y >) < e. 

3 B =R, X € BCLT(R) 等 价 于 XE CLT(R). 在 此 我 们 运用 $1 的 
结果 证 明之 . 此 时 只 需 证 明 从 和 E BCLT(R) 可 推出 EX = 0, EX: < co. 

首先 假设 六 是 对 称 的 .对 # 守 1,7==1,2,…,n, 令 


u = u) = XIXI < nd Vn. (2.6) 
由 压缩 原理 有 
P{| Du)>1)<2P{S,/ VA >. 
3 X € BCLT(R) 时 ,可 选 fo( 与 4 EK) WE PAIS, Vn >t) < 1/144. 
由 此 即 得 


P{|Su|>2}< 1/72. 


MAID RA E| Su KBA HD M Ki Ln ELi d.r.v. HE 
WRR A E| X |°IC|X | < Vn) L180 +b. iEn — so EEX |: <. 

# X 不 对 称 , 定义 5 X Wil 2 X = X X'. BA X € 
BCLT(R). 由 上 面 已 证 的 结论 ,EX? < oo. 它 等 价 于 EX? < co. 由 第 三 章 知 从 
大 数 律 可 推 得 EX = 0, 

然而 , 对 于 一 般 的 Banach 室 间 B, X € BCLT(B) 不 能 推出 XE€ 
CLT(B). #J& B = C,” H (eu k 22 1) 表示 C, 的 标准 单位 基 , 令 

X = [se (log + 12k 21), (2.7) 

W X € BCLT(C,). 

事实 上 ,对 任何 M > 0, 

PISI / Vn > M) 


=1— Hl: -P| 28 |/ > Menos + Dy)] 
<1- [ü — zerp Mlogt + D») 


= 


> BMC HH z = [z,), z, — Oa — oo), | z | = sup |a]. 
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< 4>7exp(— M*log(& + 1)). (2.8) 


r= 
{E X FÆ Gauss r. v. ,因为 与 和 具有 相同 协 方差 结构 的 Causs r. v. G 应 具 
有 下 述 形式 . 
G = {ge,/ log + 112; 21), (2.9) 
JerhPí(gak 21) 为 独立 的 标准 正 态 7 v. 列 . 而 另 一 方面 
limsup |g, |/(2log (è + 1D =las, 
即 G € Co. 
回顾 召 上 概率 测度 列 弱 收敛 的 一 般 准 则 ,第 四 章 Prohorov 定理 (定理 
4.5) 指出 :8 上 概率 测度 列 {P.} 是 弱 相 对 紧 的 当 且 仅 当 它 是 一 致 胎 紧 的 , 即 
对 每 个 。 > 0, 存 在 B 的 紧 子 集 玉 使 得 对 一 切实 1 
P.(K)> 1 — e. (2.10) 
对 于 于 的 紧 子 集 的 刻画 ,我 们 有 
引 理 2.1 B 的 子 集 K 是 紧 的 当 且 仅 当 
OKAR 
人》 对 每 一 > 0 FE B HARETAN F EHE z € K, dle, F) <e. 
ÉF EB BJ s R| T 一 Tr RR B 3 B/F 的 商 映射 , 记 T ‖ = 
diz, F), z € B. 
H (2,10) 和 引 理 2.2, 我 们 可 以 看 出 ,如 果 对 每 一 6 疡 0, 存在 BB 的 有 界 子 
集 工 ,满足 ， 


P(D)>1—e, n21, (2.11) 
且 有 一 个 有 限 维 子 空间 下 ,满足 : 
Prd(r,F) < ee)>1— E, n21, (2.12) 


BA (Pon > 1) 是 弱 相 对 紧 的 ， 
实际 上 , 当 (2.12) 成 立时 ,(2. 11) 可 放宽 为 对 每 一 上 € P'. (P. . f 1) 是 
弱 相 对 紧 的 . 
应 用 上 面 的 讨论 可 得 :人 CLT(B) 当 且 仅 当 对 任何 se > 0, 存 在 妃 的 紧 
TEK WRH n SLA 
PIS/ Yn € K) >1— s. (2.13) 
等 价 地 ,对 每 一 了 EB, A(X) € CLT 且 对 任何 se 之 0, 存 在 有 限 维 闭 子 空 
ËJ FER n > 1 85 
P(IT(S,/ Zn) l| > s) < e. (2.14) 
进而 由 定理 2. 1 及 其 推论 的 证 明 可 以 看 出 (2. 14) 等 价 于 CLT(TC(X)) < =. 特 
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别 , 如 果 对 每 一 :> 0, 存 在 个 零 均值 简单 r.v. 了 使 得 CLT(X — Y) < =, Nj 
X € CLT(B). 3 #F,X € CLT(B) SARH X — X: € CLT(B), 也 当 且 仅 当 
EX € CLT(B), 其 中 XX 与 X' 独立 同 分 布 ,e 为 Rademacher r. v. 

一 般 地 ,难以 找到 一 个 仅 依赖 于 X 的 分 布 的 条 件 , 使 得 立 满足 中 心 极限 
定理 .但 在 特殊 的 一 类 空间 上 ,如 2 型 和 2 余 型 空间 上 ,惟有 相当 完满 的 结果 . 
为 此 引入 下 列 定义 . 

定义 2.1 (sj) 为 Rademacher 序列 . 

G) RISAS 2, Banach 空间 8B 为 p 型 空间 ,如 果 存 在 常数 C0, 使 
HB PERG DAR z. z, 


3sal, sd E ta 12], 
Gi) 2< q < o0, Și Banach 空间 瑟 为 4 余 型 空间 ,如 果 存 在 常数 C> 0 
使 对 互 中 任意 nG D 个 元 zz，… sz， 
Isa ld 11219]. 
由 定义 可 知 ,每 一 Banach 空间 都 是 1 型 和 oo 余 型 空间 ， 
定理 2.2 设 召 是 2 型 空间 ,和 是 如 值 r.v ,车 已 一 0, 五 上 和 1 < co, 
M) X € CLT(B). 
证 B(X. Xai>1}Æii d. h. H Fubini EER 2 8° REX, FE 
常数 C > 0, 使 得 


CLT(X)= supE || >x Vn || < 2supEË || Vex Va |l 
r i=l r = 


Up 


= 2sup{ BxB.] ex Zn |) < 2C sup{ Ex 31 1 x, 120) 
. = k = 


= 2C(E || X || 3. (2.15) 
ABRE IX I: <o REA >o, nk FE 3er v. YAE E N X 
— Y ||? < #/(4C2). 而 (2.15) 式 对 和 一 了 也 同样 成 立 , 即 有 

CLT(X — Y) < 2C(E || X — Y | y7 < e. 
IHE X € CLT(B). 证 毕 . 
定理 2.3 设 B 是 2 余 型 空间 ,XX 是 8B 值 r.v. ,如 果 X 是 预 Gauss 的 , 即 
对 任何 f€ B', Ef(X) = 0, ESX} < oo0, 且 存在 一 个 零 均值 Gauss r. v. G 
= G(X) RAS X 相同 的 协 方差 结构 , 则 XE€ CLT(B). 
为 证 明定 理 2. 3, 需 要 下 述 三 个 引 理 . 
引 理 2.2 4 X,Y 是 B 值 零 均值 Gauss r.v., WENNE f € B', 
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EfA(Y)* SES (KY, WIERE C, 
(Y e C) < 2P (X € O). (2.16) 

证 不妨 设 与 并 相互 独立 , 令 Z 是 与 ”独立 的 零 均值 Gauss r. v, , R 
有 协 方差 结构 EZY = EACX): — EFV. WL Y — Z, Y + Z 5 X RY. 
因此 ,对 任何 凸 集 C 

PIY EC)= P| +Z) +(Y- Z) € C 
<P(Y+Z€C)+ PIY — Z€ C) 
= z2P (X € C. 

3182.3 X E BBB Gauss r.v. , Y ğe ESY) = 0. Ef(Y): < 
Ef(X:, f € B'. M| Y 也 是 预 Gauss 的 , HX} p > 0, EICI? < 
2E| G(X) |, 其 中 CCX), GO) 48A X,Y 相伴 的 Gauss r. v. 

证 因为 8 是 可 分 的 , 故 可 设 .x 为 可 数 生 成 的 5 域 . 这 样 LNAP) 
是 可 分 的 Hilbert 空间 . 特别 ,在 在 一 列 标准 正 交 基 {有 ). 对 入 之 1 定义 


x 
Gy = D EEY), 
= 


其 中 {gi;? Z 1) 是 一 列 相互 独立 的 标准 正 态 r. v. 
由 定义 ,对 了 € B' 
Ef (Gr)’ SES YY < Ef (XY = Ef (G(X)). (2.17) 
由 引 理 2.2, 对 入 > 1 BEAR C A P (G, € C) < 2P[(G(X) € C). AT 
(GG N 21) 是 一 致 胎 紧 的 ,所 以 是 弱 相 对 紧 的 ， 
另外 ,对 每 一 了 E B', EfG) —> Ef (Y). HA Gs BAF — A Gauss 
rYG(7),， 且 CC) 5 Y # 38 FJ 89 Bb Jr 35 #8 9. 进而 , 从 (2.17) 可 得 
Ef(GCY <ç EAG) Y. EAIA 2. 2 (PRHE > 0， 
PUGO | >H 2P GO | >. (2.18) 
RFN p > 0 # E || G(Y) || 2 < 2E || G(X) ] ”. 
引 理 2.4 车 B 是 2 余 型 空间 ,X 为 预 Gauss rv., MJ E | X 1: < 
CE || GX) || < o Ap C ERREF B 的 2 余 型 常数 . 
证 当 召 是 2 余 型 空间 时 ,存在 常数 C > 0, 使 对 任意 个 元 素 z ,x2,…， 
=, € B, 


D lal SCE] Vez l’, (2.19) 
= = 


FEP (goi S 1} 是 一 列 相互 独立 的 标准 正 态 r, v. 
H> 0,4 Y — eXIC | X | <), £h e Y Rademacher r.v. B 5 X th 
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立 . 由 引 理 2. 3, 了 是 预 Gauss M, B. E || GO |° < 2E | GO |. 另 一 方面 ， 
存在 单调 增加 的 有 限 o 域 序列 .ws. ie Y" = EY |, ML Y a.s. kak p 
Y, 且 也 按 LB) Wauw. 由 于 .ev 是 有 限 s 域 , 故 Y" 可 写成 有 限 和 
DADP A € -es 互 不 相交 . 由 此 易 见 


GOM = 21gP(ADz E|YN|2:—= SPAD | zl. 


这 样 ,由 (2. 19) 式 有 
E |Y” | ° < CE || G(Y”) || #, (2. 20) 
因 对 每 一 六 E BESOS < EACY)?, 故 从 引 理 2.3 得 
E ||G(Y”)|| ° < 2 和 GCC) lz. 
由 此 即 得 
E| Y“ |: < 2CE || GO) |: < 4CE || G(X) || z, 
IE N — so £ E || Y ||? < 4CE || GX) || è. H t > 0 MERHER YE E || X || ° < 
ACE | GO |? < oo. 证 毕 . 
定理 2. 3 的 证 明 
HF X EH Gauss 的 , 设 相伴 的 Gauss r. v. 为 G(X). 由 引 理 2.4 有 
E| X |: < CE || GX) || < ee. (2.21) 
所 以 对 每 一 x 之 1, S,/ Vn 是 预 Gauss H), HIPER Gauss r. v. 仍 为 G(X)， 
因此 
CLT(X) < CE || G(X) | >, (2. 22) 
-HHE || X | < oo 表明 存在 单调 增加 的 有 限 o 域 序列 .wfw, 若 记 
X” = EX |A y), W] XN a.s. KAF X, B bk L) 63k k. 对 每 一 N > 
Lf EBA 
Ef(X 一 Xy: < 2EfOX) = 2Ef(GX)Y. 
由 引 理 2.3,X — X" 是 预 Gauss H, H 
Ef(G(X — X”): < 2Ef(G(X)). 
HFI 2.2,Gauss 序列 G(X 一 X*) 是 一 致 胎 紧 的 . 既然 对 每 一 上 € P, 
Ef(X — X"): — 0 CN 一 oo), 所 以 G(X 一 Xe) HIKA T. 0. H Gauss r. v. 可 
REIHEN > 0, 存 在 N EB E || GX 一 X") || : < = /C2. 应 用 (2. 22) 于 
X— X" E, 
CLT(X — XY < C(E | GX — X") || 2) < z, 
491E X € CLT(B). 证 毕 . 
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在 讨论 大 数 定律 前 ,我 们 先 介绍 8 值 随机 级 数 的 收 全 性 , 它 是 第 三 章 定理 
2.4 和 2.5 在 B 上 的 推广 . 
定理 3. 1(Levy-Ito-Nisio) {Xi > 1) 是 B 值 对 称 r.v. 列 , 记 5, = 


XX 的 分 布 为 a MTER RE ， 


G) S a.s. WS; 

Gii) S。 依 概率 收敛 ; 

G) #, 38188; 

Gv) EB, B) FEMRE ER z, f BRAF fo f € p. 
证 GSO 车 3. 依 概率 收敛 于 S ,那么 存在 一 整数 子 列 {xa} 使 得 


BEUS — S | >>29 < co. 


由 Lévy 不 等 式 有 
P| max |S,— Sa 1 22 el K RPEN Sy — Sl > 2 


nn 
LPIS, — SI >2 L P(| S, 一 Si > 2). 
应 用 Borel-Cantelli 引 理 得 $, Æ a.s. Cauchy 列 , 得 证 (i 成 立 . 


dD>GD AEX, — 0. 首先,X. = S, S. ,是 到 相对 紧 的 . 另 一 方 
面 ,对 每 一 三 E B, ASD 依 分 布 收 敏 , 故 对 任 给 8 > 0, 存 在 M > 0 满足 
supP ([|f(S,)| > M) < ë, (8.1) 


Rademacher 序列 {s} 与 {Xi} 是 相互 独立 的 . 以 P. ,Ex(P,,E,) 分 别 表示 关于 
(X,) ((e.)) 的 条 件 概率 与 条 件 期 望 , 由 {Xi} 的 对 称 性 有 


supPxP.{ | Ya fax) |> u)< >. 
kd iel 


&A= ford [Zera |> m) < a}. 由 Fubini 定理 得 P(A) = 
Px(4) 之 1 一 8. 对 wE€4 有 
EA! PORO J) < vE] eraon], (3.2) 
3 ó < 1⁄8, 
E] Fafo» |< + P.1| Sarara» [> a) 


1⁄2 
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1⁄2 


[E] Xa Gue |) 
EM+E| DK) |< 2M. 
AG. D MEDAD < 80 由 此 即 得 
supP{ Be > ae) < >, 


MASSAS < oo a.s. EBE SA) -= 0 a.s, HIX, BRAF 0 
假设 S, KAR sk kak B S, 不 是 依 概率 Cauchy 序列 ,那么 存在 {m4) 使 得 
T,=S, 一 5 , 不 依 概 率 趋 于 0. 但 已 知 》)T; 一 >)X, 弱 收敛 ,由 上 面 已 证 的 
ARAT ~ 0, 矛盾， 
asid 因 思 可 分 , 赦 对 每 一 亲子 空间 下 ,存在 一 列 户 E 尼 ,上 万 | 
一 了 使 对 任何 ZE B, dz F) = sup | fa GO |, WRBA S) SaS) 
# R" 上 弱 收 敏 于 (pe See e fa). A Levy RER X e> 0 有 
P| max | 66831 > e} < afa: max |f >e}. 
3 U igis 
BERERE e> 0n 之 1 有 
Pld(S,,F) > e) = P [sup a(S.) >e] 


< supP (max | (S) > e} <2 supy{ z:max |f; (x) |> e} 
mi im m im 


< 2af z:supl faa) | >e) = 2p{x:d(zr,F) >€}, (3.3) 
其 中 是 (8, BD) 上 的 概率 测度 . 对 任 给 = > 0,528 F 8803.3) 式 右边 任意 地 
小 ,从 而 S, 是 弱 相 对 紧 的 . 即 得 (iii》 成 立 . 
ThS G= Gv) 是 显然 的 . 证 毕 . 
现在 我 们 来 讨论 刀 值 r. v. 的 大 数 定律 . 设 { 忆 开关 1} EBr 列 , 记 


S, = XX, 又 设 {a,) 是 单调 递增 趋向 无 穷 的 正 数列 . 我 们 先 来 看 S./a, 的 
as. 性 质 . 易 见 下 述 引 理 成 立 . 

引 理 3,1 RY Yn P1) 是 独立 rw 列 ,7, 一 Ya.s, ARO, 一 2 
一 0a.s,), 且 Y, 依 概率 有 界 (了 ,一 - 0) ,那么 fja.s. 有 界 (7,- 0a.s.). 精 
确 地 讲 , 若 存 在 数 巡 和 A, 
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limsup || Y, — Y*|| SÇ Mas., limsupPí(| Yd > AJ < 1, 


则 
limsup | Y, || <2M + À a.s. 


给 定 B I rve PX ERX) 是 与 {Xi} Ma AAE R B E r- v. 
IA X, = x, — X5 21 为 独立 对 称 r v. 引 理 3. 1 指出 在 对 S,/a, 的 依 概 
率 性 质 作 一 适当 假设 下 ,只 要 研究 和 /a, 的 a.s. 性 质 ,就 可 获得 S./a, 的 
a.s. 性 质 . 即 不 失 一 般 性 ,我 们 总 可 假设 {X,) 是 独立 对 称 二 v. 列 

引 理 3.2 X, 是 五 值 独立 对 称 r.v. 列 ,如 果 S./a. 依 概率 有 界 
(S/a -人 0)， 则 对 任何 p > 9 和 有 界 正 数列 {cw}, [E | Da Ix < 
csan) 上 ?fa?，n 21] AR ORA 0). 

Ë 仅 对 Su/as -二 -0 情形 证 明 引 理 成 立 .假设 Sc, n 22 1. 由 (1.19) 
式 我 们 有 

EI ÈA XN Son) I° 


<2: E max XAI X, | < eaa) + Bom, (3.4) 
RPA = ml, >o,P| | DXX <a | >: < G 397), 
< 


B S,/a, Z> 0, MERARI a YX. | X, | < ca.) — = 0. 因此 
sO) 一 0. 男 一 方面 


a, tE max | X, | *1( || X, | < naD a [P| max 1 Xl >ar 
m o TURA 
<2f Pt IS, l| > tajd. (3.5) 

由 控制 收敛 定 理 ,(3, 5) 右边 趋 于 0, 引 理 证 毕 . 

ik 1 << < C < co, (a,) PAETAI a) 满足 ca, Sa, | < Ça, W 
IG) = {hi + 1,28. 

3183.3 WRIXai 21) EMER B (Ë r. v. WIA S./a,a,s. 有 界 
(S,/a,— 0 a.s.) HARA ar >) X a.s. ARa 2) Xi — 0a.s.), 


EHAR ,请 读者 作为 练习 证 明之 - 
从 引 理 3.1 和 引 理 3. 3 ,我 们 有 如 下 的 直接 推论 - 
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推论 3.1 设 {Xisi 之 1} 是 独立 B 值 r.v. 列 , 那 么 5s/as — 0 a.s. 当 生 
仅 当 5,/as -0 B S, a, > 0 a.s, ,其 中 子 数列 {a) WEEBER. 
现在 我 们 考察 Kolmogorov, Marcinkiewicz-Zygmund 强大 数 律 在 Banach 
空间 上 的 推广 . 我 们 将 看 到 在 适当 的 矩 条 件 下 , 强 、 弱 大 数 定律 是 等 价 的 . 对 于 
KIE rv. X, 4 EX = 0, EIX P < %0, 0 < p < 2 HA S/M — 0 a.s. 在 
B ZH, S, n -= 0 a.s. 等 价 于 Sr/a E 0. f 
定理 3.2 #02 {Xai 1) E B fär. v. 列 , 且 与 对 同 分 布 ， 
那么 Some 0 a.s. YBM E | X |? < co, B S.J = 0, 
证 “显然 条 件 必 要 . 现 证 条 件 充 分 . RIRI. 1, hik X EIR. 又 由 
引 理 3.3 及 Borel-Cantelli 引 理 , 只 需 证 明 对 任 给 8 汗 0 有 
> P[1 DX > 2) < co, (8.6) 
= ` & 
其 中 Ta = (2°! + 12 
HE n 221, G = uQ) = X.C || X, | K € IG. N E | X l ” 
达 0, 我 们 有 
DPA i EIM A X) < 312P( || X | * > 2") < co. 
Br UI RW FB X 28 e > 0 成 立 
Erl Dual > 2] < o. (3.7) 
= ` < 
另 一 方面 ,由 引 理 3. 2 
lima E | Bul = 9. 
kasa t€ 
这 样 ,(3.7) RENTER > 0 
XP[1 Dul -El Dul > 2) < e°, G.8) 
ral EI) 17221 
为 证 (3. 8) 式 ,我 们 需要 下 述 Yurinskii 的 结果 . 
引 理 3.4 BXL < N) 是 妃 值 独立 可 积 rv, 记 -zi 一 (Xe 
N 
XD 1<i< N, Z, APAR S = X, d, = E S. | Il) 一 
ECJ Su | l). WESI X. | +E | X. | db X. ELAP: B), 
则 
E, ASil — E ISa F <427E l X, 2. (8.9) 
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N 
证 (da 1 KiSN) EMAFI D d = 上 Sw‖ E IS, l- X H 
= 


立 性 可 得 
di= EC || Sall — lSy— X, | l — EC Sy — IS, — Xl l-i); 
因此 

l| < E(| X. | D + E|| X, = | Xl + ENX|, 


这 就 得 证 (3. 9) 成 立 . 
为 证 (3. 8) 式 , 应 用 引 理 3.4 Tu, EIH E | X |” < co 得 


SPIl Dul -E Dl > 2]< $) DDE/ 


o ET 122721 


<$ genx <2 <=. (8.10) 


EMER. 

推论 3.2 (Xni > 1) 是 B 值 独立 rT.Y. 列 ， 

OROL p< 1,MWJ S/n — 0a.s. 4 BI E | X || ? < co 

GD EISA <2, BE pZ, S/n — 0 a.s. 当 且 仅 当 EX 一 0， 
E|| X | ° < co. 


证 GD 由 定理 3. 2, 只 和 需 证 明 从 已 | X | ? < eo 可 推出 S./ma — >, 0. 对 
每 > OERA rv Y REX YN <a 令 他 ,了 .1n 21) 是 
iid. B {fr v. 列 , 记 也 = Èr. 则 

ES T. e S< RE | X— Y | <ne. (3.11) 
MË. v. 了 是 有 限 维 的 , 故 T/maw 0. UA (3.11) i S/o. 

GD 只 需 证 对 p WZH BE || X| < oo, EX = 0M S/n 0. % 

似 GD, 由 所 型 空间 的 定义 有 
E||S,— T, || p< 2E | 278 (X, — Y.) || 


< 2Ex,yE, | 378, (X, — Y.) |” 
£t 


=ç 2°C*nE || X — Y || ? < 2*C*ne, (3.12) 


证 毕 , 
例 3.1 考察 了 = Ce 空间 . 对 任 给 单调 递减 趋向 0 的 正 数列 {a,} ,存在 一 


个 as BIIIH BE r- v. XAR S,/na, — 0, 


214 第 六 章 Banach 空间 上 概率 极限 理论 


证 Rie) 为 独立 实 Cv 列 ， 

Pt&,=1)= P{& = 1) = Q — Pi = 0)>/2 = (log(& +1). 
定义 及 一 Va, OTIL), X = (Bfk >21}. WX a.s. 有 界 且 对 称 . 
Risi > 1) 是 独立 Tv 列 , 与 你 } EA. A nk >l 

Ea SÅ Es 1 A, = UE 


taz 


显然 P(E,,) = (log(# + 1)) "BC n — co ff 


PAD =1— [[PE y = i — [[ N Qog@& + M. 


Mesk > 1) 表示 C, 的 一 列 标准 单位 基 , 则 
S/na, — X) LH 18.) Bre, (3.13) 


而 在 A, 上 


1S, 1 na, > max —+-8,| Siu |> —. 
Kaa” na, i=l 


Va 


由 假设 a, 一 OHE e > 0 
liminfP{ I S, || /na, > £) Z: liminf P (A,) = 1. 
这 表明 S. na, KMB2308 30 0. 
最 后 ,我 们 不 加 证 明 地 给 出 一 个 关于 独立 不 必 同 分 布 的 8 值 r.v. 列 服从 
强大 数 律 的 结果 . 
定理 3.3 设 {Xisi 之 1) 是 一 独立 B 值 r.v. 3), 623 1 < p < 2, 


S)E|| X, | ?/ < IRA S/n 0 a.s. 当 且 仅 当 Sn — 0. 
详细 证 明 可 参见 [16] 


t 


S4 s W 39k B 


本 章 最 后 一 节 介 绍 B 值 r.v. 的 重 对 数 律 ,其 中 包括 经 典 的 Kolmogorov， 
Hattman-Wintner 和 Strassen 重 对 数 律 在 Banach 空间 上 的 推广 .这些 揭示 了 
无 穷 维 情形 许多 有 趣 的 现象 .加 深 了 我 们 对 实 值 情 形 有 关 结 果 的 理解 . 正如 大 
数 定律 一 样 ,B 空 间 中 在 适当 的 矩 条 件 下 , 重 对 数 律 的 a.s, 形式 可 归结 为 相应 
的 依 概 率 形式 来 讨论 , 重 对 数 律 是 极限 定理 中 极为 精细 的 结果 ,许多 证 明 相当 
复杂 . 限于 篇 幅 , 在 此 仅 作 一 简介 . 某 些 定理 也 不 给 出 证 明 ,读者 可 参见 [16]. 
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首先 介绍 Kolmogorov AFAA r, v. 的 重 对 数 律 ,用 B 记 B' 的 单位 球 ， 
定理 4.1 Xal) 是 独立 8 值 r.v. 列 , 对 每 一 了 EB', EAA) = 


0, EFO < so. $ S, = J, Xos, = sup| DYES D)? nm 之 1 假设 5 一 
= ER iar 


so, 且 对 某 赵 于 0 的 正 数列 {757 2 11, 


| X, ||. < si/ (Aloglogs?) 1, i > 1. (4.1) 
3 S,/ (2siloglog:2)!? -一 0, 则 
limsup |} S, || /(2321oglogs2y2 =) a.s. (4.2) 


注 4.1 与 实 值 情形 一 样 可 证 limsup || S, | /2stoglogst) 221 a.s. ;而 
证 明 limsup | S, || /(2sloglogs2)1⁄: < co as. 也 较 容易 , 困难 在 于 建立 
limsup I S, l| /(2slogiogs?)"? < 1 a. s. 
现在 来 考察 i.i.d.r.v, 列 的 重 对 数 律 . 令 { 天 ,Xi;i S1) iid. Br v 
IAES, = Ý) X, b. = (2nloglogn)2. 38 
= 
AGO = limsup | S, || 8, < oo a.s. (4.3) 
《 据 0-1 律 ,4(X) 是 非 随 机 的 ) , IPR X 8 EP LB 398 6e EE X € BLIL. # 
S,/b, Æ B has. 相对 紧 , 则 称 X 满 趾 紧 九 对 数 律 , 记 作 义 € CLIL. 受 


Strassen 重 对 数 律 的 启发 , 称 X 满足 量 对 数 律 , 若 在 B 中 存在 紧 上 是 对称 集 K, 
使 得 


limalS,/6,, K) = 0 B C((S,/b,)) = K a.s., (4.4) 
eh d(z,K) = inff |z — y || :y € K), C((S,/b,)) 表示 15,/b,) 的 极限 点 
集 . 

34 B = R 时 ,Hartman-Wintner-Strassen 结果 指明 了 上 述 三 种 形式 的 重 
对 数 律 是 相互 等 价 的 ,县 都 等 价 于 EX — 0, EX? < co ,此 时 天 一 [一 JER, 
VEX] 对 于 无 穷 维 Banach 空间 ,这 些 不 再 成 立 . 

HX EBr MR BEAR TA -e 是 可 数 生成 的 o 域 . 这 样 
L,(Q,.= , P) 是 可 分 Hilbert 空间 . 假设 对 fF € B' ,Ef(X) =0, Ef XY < 之 oo( 注 
EPL Ë X € BLIL, 则 对 € B'，f(S,/b) a.s. 有 界 , 从 而 ESOO = 0, 
Ef(X> oo》, 则 c(X) = sup EFO < co. 事 实 上 ,考虑 算 子 4 == Ax: 
B' > LQ, A, P) Af = fO 那么 | A| = 二 olX), 且 由 闭 图 象 定理 ,4 为 
有 办 线性 算 子 . 以 4“ 记 妈 的 伴随 算 子 . XE ELA, P), A E= EEX € B. 在 
AD CB EÆXAR G, Dx: f EE E La (AEA Dr = Da 
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= [ san. HH = Hr 表示 可 分 Hilbert 空间 (4 Lo C, ORKEN 5 X t 


协 方差 结构 相伴 的 再 生 核 Hilbert 空间 . M K = Kx 记 五 的 闲 单 位 球 , 即 天 一 

(z:z€ Bix = EEX, EH: 1), 它 是 BB 上 有 界 凸 对 称 子 集 . Hahn-Banach 

定理 ,K = {rx € B, fe) < |O laf € B'}. 进 一 步 ,对 EB'， 
IFO Il: = sup f(z), aX) = sup IXI. 

命题 4.1 K 是 紧 的 当 且 仅 当 {f(X)*;f € 5) 一 至 可 积 , 特别 , 车 
E| XI < 0,0 KERK. 

证 首先 假设 (A(X)?,f E B) 一 致 可 积 .如 果 {f,}) 是 BHIR, 
RFA ME S € Bf S kak f. 因此 Z, OX — fOX) a.s. 由 于 
(U, CO) 一 致 可 积 ,那么 f, OX EI L ARAT X. 这 表明 4 是 紧 算 
子 , 即 4A" 是 紧 算 子 , 所 以 K 是 紧 子 集 . 得 证 条 件 充分 . 

MERLE. R KERB EUSO, S E p) 不一致 可 积 , 则 存在 > 0 
及 一 列 递增 趋向 oo 的 正 数 列 {c,} ,使 对 每 一 4 之 1 


Sop OOP > sup OOP >e 
METEN sedi 


Jek Ca 


由 此 ,对 每 一 >> LEE f. € BEB 
f OYP >e (4.5) 
UXES 


另 一 方面 , PE PA 使 得 S 5 k k Tp M f. $ xz, = 
EX(, © DOD. 因 天 是 紧 集 ,存在 {zv ) HFA (=) WR z. et AE x. 由 
此 即 得 
EGOO — HRP < (Z, Dr) < |z, — z || + (£, — f) G) — 0. 
(4.6) 
结合 (4.5), 与 im| — ropas = 0 矛盾 .得 证 {A(X)*;f € B 一 致 可 积 . 
证 毕 . 
命题 4.2 ë X R B ë r.v. ,如 果 {S,/5,) 在 B 中 a.s. 相对 紧 ,那么 
lima(S,/b,K) = 0, C((S,/b,)) = K, (4.7) 


其 中 KK = Kx E5 X 的 协 方差 结构 相伴 的 再 生 核 Hilbert 空间 的 单位 球 且 K 
是 紧 的 .反之 , 若 (4.7) 对 某 久 成 立 ,那么 XE CLIL B K = Kx. 

本 命 古 的 证 明 从 略 - 

下 面 我 们 讨论 B IË r. v. 满足 有 界 或 紧 重 对 数 律 的 条 件 

假设 XE BLIL ,那么 对 每 个 € B', EFO = 0, Ef(X): < <o. BF, 
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X,/b,a.s. 有 界 .由 Borel-Cantelli 引 理 ,对 某 M < co, 
DPIX] > Mb.) < o, 


a 
REMF E( || X || */loglog || X || ) < œ. RH X € CLIL, 由 命题 4.2,K = 
Kx 是 紧 的. 又 由 命题 4.1,{fCX)?;f € B) 一 致 可 积 . 另 一 方面 ,Sa 不 仅 依 
概率 有 界 且 依 概率 收敛 于 0. 因为 5S./6, 一 致 胎 紧 且 唯一 可 能 的 极限 点 为 0, 由 
此 易 得 必要 条 件 , 实 际 上 它 也 是 充分 的 ， 

定理 4.2 设立 是 8 值 r.v. H| X € BLIL YAR 

G) E( || X l| /oglog || X || ) < co, 

GD 对 每 一 了 € B', Ef(X) = 0, Ef(X)’ < co, 

GD S,/b, 依 概率 有 界 . 

X € CLIL 当 且 仅 当 

GO E(| Xl /loglog || X 1) <o, 

GV) EX = 0, (fOX, f € B) 一 致 可 积 ， 

Gü S,/b, — 0, 
此 时 AX) 一 limsup | S. || /6, = e(X) a.s. 

limd(S,/b,, K) = 0, CUS/6)) = Kx ass, 

上 述 定理 完全 刻画 了 8 值 r.v. 服从 重 对 数 律 的 条 件 . 它 不 仅 依赖 于 r.Y- 
的 分 布 , 昌 涉及 部 分 和 的 弱 极 限 性 质 .如同 讨论 中 心 极限 定理 和 大 数 定律 时 一 
Erv. 的 矩 条 件 并 不 足以 保证 这 些 弱 极限 性 质 . 但 在 特殊 的 空间 上 ,我 们 有 

推论 4.1 É BE 233]. X EBr. v , 则 XE BLIL( 相 应 地 ,X € 
CLIL) MARHE || X || */loglog | X || ) <2, BEf(X) =0, EA(X)Y <co QH 
Bb. SOOS € p.) 一 致 可 积 ). 

证 “由 定理 4.2 ARWEN EX = 0, E( || X | */loglog || X || ) < so Bf, 
S.b,—> 0, 

不 妨 设 三 是 对 称 的 . 对 每 一 = 之 1， 

El S, | < El AK IX, KED HEIO XI > 8). 


(4.8) 
B E( X || 2 /loglog | X || ) < = ,由 分 部 积分 得 


lim 7E IXIICHX I >b.) =o. (4.9) 


又 由 2 型 空间 的 定义 得 
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bE YXA X, | <! < IAEI AXI <| 


2log own 
故 对 任何 :> 0 
E X |°IC <b) e 1 
oglogn < Jogloga + olosse | X | TG < IXI < 
a: Xl 
< aoglogn + £ 2loglog | X | KIX] > 5. 
Ë n — co k t — co, 得 
Im 站 EX | < | = o. G. 10) 
"大 


合 (4.8) 式 得 mbzr:1S,| = 0, 所 以 Sb — 0. 


习 题 


1. 设 {5} 为 Rademacher 列 
G) $ (e) 为 实数 列 , 试 证 对 任何 t > o, 


P{| Dool>4 < zp- #/(2 25e) )): 


Gi) 试 证 存在 常数 C S 1164841 s) rg >c[ Dye)” + max |a, 


<o Syan, 


P| Sea >) > exp| ce/ $e}; 


Gii) 试 证 对 0 < p < co, FE A,, B, 使 得 对 任何 有 限 实数 {a 
i 人 SN} 有 


N 


ad De) < 1 31681, <B 218). 
2 AXI Li K N) EBENE vo (6 £a TS 是 实 r.v, 车 
有 对 称 函数 男 :也 -> R, 使 5 = (XD, RAR F. B RAE t, = (X). E 
JEL Glas. 那么 对 任何 凸 函数 FR — R. (在 适当 可 积 性 假定 下 》 
zr 1 Sexi) < s| 1 Sex l): 
且 对 任何 *> 0 T 


Pll Yx, 1>:) <Í! Sex, 1 > 十 


3 E 219 


3. BX) 是 独立 对 称 8 值 I.v. ,| X, o <a <o as RS = Fx 


条 
a.s. WESA A> 0, Eexp(À | S || ) < co. 
4.0 X E B iË r.v. 满足 CLT(X) < eo. 以 L, 记 所 有 满足 |l, = 


[re Side < co HR r. v. £ 4k. EPER rv. È € Li 且 与 X 独 立 , 屠 
4 
TE|£|CLTOO < CLT CX) < 2 | E |, CLTOO, 


WIREX € CLT(B)( 且 EX = 0) YAR H X € CLT(B). 
5. 设 六 是 B 值 i.v. , EX=0, E L. H E=0, Eg = 1.365 Xi 
立 , 则 下 面 两 事实 等 价 ; 
G) E| X |#2<<o,X € CLT(B), 


Gi) 对 a.s. “万 Dex, (o) 依 分 布 收 全 


6. 斌 证 ”6) 设 8 是 可 分 Banach 空间 , 若 对 任何 满足 EX = 0, E | X |° 
< co ËJ B iB r. v. X 都 满足 中 心 极限 定理 ,那么 B 必 是 2 型 空间 ; 

Gi) 设 Banach 空间 8B 可 分 , 若 任 何 蔬 Gauss B {H r. v. X 都 满足 中 心 极限 
定理 , 则 B 是 2 余 型 空间 ， 

7. Ë 1 < p < 2, BÆTA Banach 空间 ,车 任何 满足 五 X = 0, E | X l” 
< oo K) B (Ë r. v. X WE S./n'” — 0 a.s. IA B E p 型 空间 . 

8. 试 证 明定 理 3. 3, 

9, 试 证 明定 理 4.1 和 4. 2. 
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在 本 节 中 ,我 们 总 用 S 记 度 量 空间 . 

S 的 一 个 开 集 类 sZ n) fE S 的 拓扑 基 , 若 S 的 任 一 开 子 集 G 可 表 成 多 的 某 
些 元 的 并 . 

定理 1 下 述 三 命题 等 价 : 

G) S 可 分 ( 即 5 有 一 可 列 稠密 子 集 )， 

Gi) S 有 可 列 拓 扑 基 ; 

Gü) S 的 子 集 的 任 一 开 覆 盖 有 一 可 列子 覆盖 . 

证 G)=Gi. 设 旋 是 $ 的 可 列 稠密 子 集 ,用 V 记 中 心 在 D 中 ,上 且 有 有 理 
半径 的 全 体 开 球 ,V 是 一 个 可 列 集 . 我们 来 证 V Æ S 的 拓扑 基 . 事实 上 ,对 5 的 
任 一 开 子 集 G, 令 G1 =U'S(d,r), 这 里 U ' 是 对 7 中 那些 被 含 于 G 中 的 球 
Sidr) KRA. 显然 有 Gi CG. 另 一 方面 ,对 任 一 + € G, 因 C 是 开 集 , 故 有 某 
e> 0 使 S(x,e) 己 G. 因 DD 在 5S 中 稠密 , 故 有 a € D #: pad) < ey2. 取 有 理 
PË E plasd) < r < e/2. M| z € S(d,ry CSrecCG, 得 GCC 因此 G 
=G. 

(ii)= Gii. 设 S 有 可 列 拓扑 基 {V,}, S 的 子 集 4 有 一 并 覆盖 {G,}. 对 于 
满足 如 下 条 件 的 Vi: 有 GG。 使 Vi CG, 可 对 应 地 确定 一 个 G。 使 VCG,. 那么 
KHE AC.UG,., BI 4 有 可 列子 覆盖 . 

Gi)=>G), HÆ— n, (SG(z,1/n): z € S) E S HFAA. 由 (证 ) , 它 有 一 
可 列子 覆盖 {SCzis1/n) n, = 1,2,…}. 易 见 可 列 集 {zorsm 大 一 12， 在 
S PAE. 证 毕 . 

定义 1 距离 空间 S 的 子 集 4 说 是 紧 的 ,车 4 的 每 一 开 覆 盖 必 有 一 有 限 
TAH 子 集 4 说 是 全 有 界 的 , 若 对 任 给 * > 0, 4 有 一 有 限 。 网 . 子 集 4 说 是 
完备 的 , 若 4 中 任 一 基本 序列 在 A 中 有 一 极限 点 ， 

定理 2 ”下 述 四 个 命题 等 价 : 

G) ARB; 

Gi) A HR- 3 fa i — SR FN nG 

Gü) 4 中 每 一 无 穷 序列 有 一 极限 点 

(iv) 4 是 全 有 界 的 , 且 万 完备 . 
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证 ”首先 由 (Ci) 知 甩 中 每 一 子 列 有 一 极限 点 , 且 必 在 及 中 ,又 A 全 有 界 
当 且 仅 当 有 4 全 有 界 , 所 以 不 失 一 艇 性 ,总 可 设 A = AEM. 

G)= G). BAR. 

全 一 (iii)， 对 任 一 列 fz) CAJE F, = (zk Z n). # (F, = Z WF 
IF.) COS A. 由 (ii) FE n EACE U …U FRR ANF = 2， 
矛盾 .所 以 有 所 NF o CRE iz.) 的 极限 点 . 

(iiiy=>(iv). 若 集 4 不 是 全 有 界 的 , 则 有 上 >> 0 K iz. E p(z., rz.) 2 e 
(m Z n); 此 时 {zx} 无 极限 点 . 所 以 由 Gii) 得 4 必 是 全 有 界 的 ,显然 又 是 完备 
的 ， 

(v)=G). 设 {G.} 是 4 的 一 个 开 妖 盖 . 车 没有 有 限 子 覆盖 ,由 (iv) 知 和 4 是 
全 有 和 界 的 , 妓 对 人 尾 一 n, 4 可 被 有 限 个 半径 为 1/2" 的 开 球 B... Ba 所 覆盖 . 
那么 此 时 必 有 某 Bi, 没 有 {G.} 的 有 限 子 族 能 材 盖 4B. 记 这 一 B, 为 C,. 又 因 
{BnC,_14) 8 m AC, ,, 所 以 没有 {G.) 的 有 限 子 族 能 覆盖 AC,C,_,, 特别 
CC # Ø. i z, € AC,, IB C,C,_, # @ H. C, 的 半径 为 1/2", 所 以 

(zoom < 6/2", 

ptr stati) < 6/2", 
这 样 {z,) 是 基本 序列 , 它 的 极限 zE A. 有 某 4。 使 z € G ERA ° > 0 使 
S(z,s) CG REDKA n E27 < e/3 B oz, z,) <= /3,ik8Ri8ur C, C G,, 
FE. 证 毕 . 

定理 3 若 3$ 是 c 紧 的 , 则 3 可 分 . 

这 由 定理 2 和 1 即 得 . 

Uryson 定理 每 一 可 分 度量 空间 S 与 R 的 某 子 集 同 胚 . 

证 Biy) 是 S 中 一 个 稠密 点 集 ,对 任 一 + € SAES 到 R” 的 映射 

hiz > h(z) = (0(z,y), PEY). 
FESPA z, -> x(p) ,那么 对 每 一 有 lim pz...) = Pr, y). 由 于 R” 的 
拓扑 是 由 坐标 的 点 收敛 规定 的 ,由 此 得 h(x,) Al), M A 是 连续 映射 

反之 ,车 x ODAR > 0 R FIUT) 使 得 PC(zvvz) 之 .对 这 一 
<, 在 稠密 点 列 {y,} PAR yi 使 得 p(x,y) < es/2. 由 此 对 任 一 到，eCzw yi) > 
€/2. PRVA PCan ya) HPY R h(z.) + h(zr). 

易 知 点 是 一 一 的 ,由 上 已 知 又 是 双方 连续 的 ,所 以 天 是 S BR” AE 
wi. 
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空间 C = C[0.1] 
记 C = C[0,1J 为 [0,1] 上 实 值 连续 函数 全 体 , 它 对 一 致 距 离 
p(z,y) 一 gnp leto) 一 yt 
构成 一 个 度量 空间 ， 
定理 4 度量 空间 (C,p) 是 可 分 县 完备 的 . 
证 令 B 为 所 有 在 点 i/& G 一 0,1,…,) 上 取 有 理 值 的 逐 段 线性 函数 
(& = 1,2,=.) 全 体 . 即 


sozdir] al A 


BUE B ECHT ARETE, A C 是 可 分 的 . 
Hir) 是 5 AERA, RHE e > 0, 有 N , m,a > N Bf 
Plan Tn) = sup |En lt) — ol) | < e, 
此 时 对 每 一 固定 的 1，{z.(1)} 是 R 中 的 基本 序列 ,所 以 有 极限 a), 使 
lim z,G) 一 工 ( 划 .因为 对 任 一 上 E [0,1], 4 m,n > N B$ 
lanle) 一 z,G)| < ER, [=,G@) 一 z,G)| < z, 
lË m — 00, 就 得 当 % > N 时 对 一 切 上 E [0,1] 有 
[z,G) — rz | < z, 
即 [0,1] ER RRI O) ARAF ra), B >G) € C[o,1]. 得 证 C 
是 完备 的 . 
C 中 的 元 x = x(t) 的 连续 模 定义 为 
xo, (9) = SEO 一 zx)| OLI). 


Arzela-Ascoli 定理 C 的 子 集 4 的 闭 包 有 是 紧 的 充 要 条 件 是 : 
G) sup|<(0)| < co, 


Gi) limsup zo, (9) = 0. 


Br EA 
证 ”条件 必要 ， 车 4 是 紧 的 ,出 定理 2 知 4 有 有 限 = 网 , 即 对 任 绘 s > 0, 
有 zyz € C, 使 对 任 一 xz E ARR t E par) < z. 所 以 
|z(0) 一 z,(0)| < se, 由 此 可 得 
sup|X(0)| <= + max |,(0)| < co, 
BG) Ra. IHE ô > 0, 由 于 
lw) — w, A)| < ply), 
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所 以 wwe(9) RF z EER. X 8 Š >> 8 时 ,mr(8) S wd) Blimae, (0) = 
0, 所 以 开 集 G, = {zw.(1/n) <e}, CCG» (C) BERAC SAREM, 
MCA n E ACG MEAL- KEE 
sup w,ll/n) <E, 
zeA 
得 证 (ii) 成 立 . 
条 件 充分 “车 (iD ,ii) 成 立 , 取 天 充分 大 使 sup res(1AA) < s. 因为 


4 
[zG)| < lO + DV 12(80/b) — z(G — 151, 
= 


Bia = sup sup|=(0) | < co. 现在 来 证 4 是 全 有 界 的 , 即 有 有 限 * 网 , 取 正 整 
v tE aju < e, 
H = {ua/v: u= 0, 1,0 +v}. 

DL H 是 有 限 集 . 设 5 的 子 集 8 由 这 样 一 些 元 组 成 :在 i/& 上 到 值 于 H 853 
线 G = 0,1,0,4). 此 时 吾 中 共有 (2 + DH 个 元 .我 们 来 证 下 是 4 的 2 网 . 
事实 上 ,对 任 一 工 E A, zG/k) <o RE y E B lË: 

[zG/k) — yG/k)| a/v <e G = 0,1,"=*,Ë). 
H f zx,(1/k) < e, H y 在 每 一 区 间 [G 一 D /b i /k] 上 为 直线 段 , 所 以 由 上 式 
即 得 p(x,y) < 2e, 这 就 得 证 8B 是 和 4 的 2e 网 .最 后 ,由 C RER À su & 
的 . 故 由 定理 2 得 让 是 紧 的 . 
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概率 不 等 式 是 概率 论 和 数理 统计 的 理论 研究 中 的 重要 工具 . 有力 的 概率 
不 等 式 ,例如 ,对 于 概率 或 矩 的 精确 估计 ,常常 是 创建 一 个 重要 定理 的 关键 ,对 
于 概率 极限 理论 和 统计 大 样本 理论 ;几乎 所 有 重要 结果 的 论证 或 者 是 借助 于 
建立 有 力 的 概率 不 等 式 ,或 者 是 通过 对 已 有 的 概率 不 等 式 的 巧妙 应 用 . 为 了 便 
于 研究 或 教学 中 碍 阅 . 引 用 ,我 们 将 概率 统计 中 特别 是 慨 率 极 限 理 论 中 常用 的 
一 些 基本 不 等 式 不 加 证 明 地 分 类 罗列 如 下 . 

一 、 随 机 事件 的 概率 不 等 式 

LEA CYAN P(A) < POYA) < DPA. 

2. |P(AB) 一 PC4)P(B)1 < 1/4. 

3. [P(A) — P(B) | < P(C44B), 其 中 44B = (A — B) U (B — A). 

4 PIC(UA)ACUB)} < PIU (AAB)} < 2IP(AAB.). 

5. P{( — ADAGB, 一 Ba)} < P(A,AB,) + P{44AB:). 

6. (Boole) PCAB) 21 — PA) 一 (E). 

7. iE limsupA, = f ÜA.» liminfA, = Ü f4. 

Piliminf A< liminfP (A,) < limsupP (A,) 


< Ptlimsup A,) < lim 9, P{A,}. 
h NA SN 
8.# P(A) 22 1 e, P(B) 21 — s, PAB) Z 1 — 2e 
9. P(A) + P(B) — 1< P(AB) < VPOA)P(B) ;~— 般 地 


Pd a= D S PA) S min (PAD. 


Ai 
10. BELA.) 相互 独立 , 则 
1- Pia < exp{— Dra), 
1~ P| DA) < limes] - 22PGo). 
11. H A,B is AB C D, AR CCD, 则 P(4D) > PAPO). 
12. (Feller-Chung) A = @, (A. RB.) ERREN. 6 G) 对 一 切 
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n S 1,B, 4 AAAs A aR GD 对 一 切 # Z 1,B, H {ArAnA 
Aisi A...) 独立 , 则 


infP{B .JP 人 忆 4 < P{ Ü A.B). 


nl 


13. (Bonferroni) 以 PP, 和 Prw 分别 记 4,,…,Aw 等 N 个 事件 中 至 少 发 生 
w 个 及 俗 有 mr 个 发 生 的 概率 , 记 S。 = > P(A A) Wl 


1 
Sn — m+ DS, L Pi L Sns S, — mn < P. < S,. 
14. (Chung-Erdos) 


POA) > (DPA DP) + > Paa). 


Far] T= IEEE 


=. 与 分 布 函数 和 特征 函数 有 关 的 不 等 式 
1.—L ei Bh) — (a) b — a 


VIr 
(— e° < a < b < eo). 

2. 对 z>> 0， 
L-keo< r Suwa < 1 — G) < Ley, 

2 
pa <1—- oG) < —— e. 
x+ VETH > 7 Srt VEET 

精确 地 ， 


1* 
pg 


(2k — 1)! 
一 … 十 (一 Dt 


1 一 8 一 Ho)| 士 一直 + 


3. 对 任 一 实数 z， VE FT 一 9(2) 1 一 (2); 
对 7 之 一 1]， 1-b) s 
4. 二 项 分 布 与 正 态 分 布 之 比 : 


4 
or) 
3z 十 VET 


bikin p) -1|<4 Bjel} ` clzl, z= tp, 
Tap igar) n Sa Sn Vnpa 
5. 汽 松 分 布 与 正 态 分 布 之 比 : 
PEA A Blz ,Clel 2 RA) 


px) 下 < rt 71 
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6. 设 (X,Y) 服从 二 元 正 态 分 布 N| | 0 ,| 1 了]]，, 则 对 任何 实数 aa 当 


0 <r<1ñ# 
a- sei | 22||< nima y> 
b — ra Ab) a— ró 
<a-ew|hji -A)r -a ] 


E-LIS SUNL AA 
T. BEE) Fal) Hd, f, AD>, JA51 BHE) = DXFi(z), 
= = 
则 存在 常数 K > 0 使 得 
F.G) KKH, 1— F,G) < KQ — H(z)). 


8. Ë F(z,y) 3804838. F (z) 和 Fa(y) 是 它 的 两 个 边际 分 布 , WJ 
IF (b,b) 一 F(a,a)| < |F,G@) — F,(a) | + IP) — F,(a)|. 


9. 对 任意 c.f fa), 1 FD < 40 — |fG)12. 

_ a 
10.89 >o fe) |<c, 38 s| <s. OKI 1 =e. 
11. 对 非 退 化 的 c.f. f(z) efe E$ o Re. Eq el 委 3 时 ,| f(D)| 志 1 一 


et. 
12. É r.v.X ERIX < C, B| 4 jel < 1⁄4C e < Ol 
ee p o? = VarX. 
13. ( 增 量 不 等 式 ) ”对 任意 实数 h, cf f(z) 满足 ， 
IFO — fG + hy|2 < 2(1 — Ref(h)). 
14,( 截 尾 不 等 式 ) ”对 任意 4 > 0d. i. FG) 与 对 应 的 c.f, fay WE 


fa EO < St Rro), 


| dæ < Ta — Ref w) dv. 
lz H Jo 
15.( 积 分 不 等 式 ) 对 任意 * > 0, 存在 0 过 mtw) < MG) < ce 使 得 
mf — Refan < |” 
对 充分 接近 于 0 的 “有 有 
[ri rE adFG) <— MO) logRef ode. 


I Fr — aF) <Mof {1 — Ref (v) }d: 


w f piros enso — Nas. 
17. (Esseen 和 Berry-Esseen) t Xise X, 是 独立 IT.Y.， EX; = 0, 
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EIX <o, j= 1n. B = EX} B. = Yo, L. = B7” 31E| XI, 
j=l j=l 
则 存在 常数 4, > 0 


PBA DK < z) B |< A.L. 
= 


Fa H XX, h Ai d. igo = EXt, p= EX MFE R 
A> 0 


sup 


P= Dx, <el- o| am, 
Va Ft 


KPA 委 0.791 5,A, < 0.765 5. 
18. 设 Xie X, Æ iid r.v. WE CC > 0, 成 立 


la 


}- Plr) || , < C, (óG) + a), 


1 <“ 
YX << -1/2 
I r| F ; < ) Bi) Ily + n '2 22 Cn), 


其 中 B(x) = EXHUOX| 2 Zn) + n E|X IG X | < Zn) + 
n'EXIIX I < VT), 
sup|/(z)|, 34 p = co, 


IfG)], = pe up 
(六 eprazj ”, 81515 < =. 

三 、 随 机 变量 的 概率 不 等 式 

1. P(X +Y 2 z) < P(X 2 z/2) + P(Y 2 z/2), 

POX +Y| 2 z) < P(|X| > z=/2) + PUY| 2 z/2). 

2. 设 XX 与 了 独立 , 则 

DPIX +Y < z) > PX < z=/2)P(Y < z/2), 

DPIX +Y|< z) 2 P(IX| < z/2)P(IY] < 1/2). 

(3) 对 充分 大 的 +> 0,P(|X| > z) < 2P(|X] > z, |Y! < z=/2) < 
2P(|X + Y| > z/2). 


s P| maxa] > z| < XPL > zh P| min IX. < z) < 
k=) 


VPR <= 


I 4 IX I MIYJWEG R — S n2 1, X, 55 (Yi Y WRGD 对 一 
Ha, X. 55 (Y,, Y, i) 独立 , 则 对 任意 常数 se， 5.,e 和信 
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P| Ü X, +Y,> 0) > P| Ü Y, > e + 8) } inf PIX, >— 8), 
P {limsup CX, +Y) 之 e} > P [timsupy, >e+ 引 liminfP (X, >— ô}. 


5. (1)( 弱 对 称 不 等 式 ) ”对 任意 xz 和 a， 
ipx — mX > z) < PIX: >> z), 


PIX = mX| Sa) < PAIX) 2 z) S 2P(|X — al 2 z/), 
RPX = X — X', X' 是 与 X REE r. v. 
(2)( 强 对 称 不 等 式 ) Rr.v. AUTA ST 独立 同 分 布 ,T; =T, — T, 
则 对 任意 z > 0 和 数列 (c,} 有 
+P[su T, — mT, | > z) < P{supiT:] >z} 
<2P{suplT, — c| > 2/2}, 


+P: max |T, 一 mT.| 2 z| < P| max IT: >a). 


1N 


6. 设 {X,} 是 独立 对 称 的 r.v. 列 ， 
superP {| YX, |> =)< cn» supa’ P(|X,| > z). 


= 


7. (Lévy) (X) 是 独立 r v. 列 ,5, 二 六 部, 网 对 任意 > 0 


= 


GD) P |max[S, —m(8,— S9] > z) < 2P(S, > 2); 


(2) P [max |S, — m(S, -SD > z} < 2PC(|S.| > z): 


(8) # EX, = 0, EX? < co. jË B, = JEX}, W| 


imi 


P| maxs; > z) < 2P(S, >z — V2B,). 
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8. 设 Xj} REITER r- v- 列 ,6 之 0 使 8,15. 一 > 0, 则 
P| max |X,l >=.) < P [max S,| > 区 /外 
9. X, 为 TY, 记 S, = 0, S, 一 Xx, M, = max |S:j» M= 
maxmin(]S;|,1S, — S,|), Mr. = max. min(]8, = Sih |S, — S;|), WJ 


Q) P(M, > z) < PIM a/a) + P|nag X; > z): 
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(2) 车 对 给 定 的 7Y 0, a > 1 MERR z > 0, P(IS; — S,| 2 z) < 


[ E eu) yz7, 刚 存在 常数 天 re 成立 


<; 


P (M. > z) < Kraf Da) /rs 


m 


(3) FIE Y S 0, a > 1/2 和 任意 的 x > 0, 


册 存 在 常数 K.P K. RE 


ta ( En) /ros 


P{M, > z) < Rpa Dua) /rr PIME z) < Kt. 
41=1 


i= 


(4) 车 对 给 定 的 7 之 0, a > 1/2 和 任意 的 x > 0, 
PUS S| 2 z, |S, — S,| 2 z) ( D) D u), 
则 存在 常数 成 立 _ 
Po 所 Ka Èu)” min(1 — aÍ Du) Jya. 


10, (Ottaviani) 设 {X;} 是 独立 r.v, 70, HEH z > 0 


Pl max [Si] > 2z| < PtIS,| > z)⁄ min P(|S, — Si] < z), 
ma min, 
特别 地 若 存 在 c > 0RR £ = lon — LP{] Xm t ee + X.| < c) 


2: 1/2, W 
P [max |S,| > 2e) < P(|S.| > c). 
Asan 


11. (Lévy-Skorohod) ” 设 {X,} 是 独立 ?.v. 列 , 0 之 < < 之 1, 则 对 任意 


z>0 
P| maxs, > z| < P(S, > ez)/ min P (S, — S; S Q — c)z). 
raian reign 
12. (Chernoff) BHX) Æii d. r. v. 列 ,EX, 一 0, 在 t 二 0 的 一 个 人 


域内 ,RD Ë Eet < o0. j plr) = ini eR), MIER z > 0 


P(S, Inr} Kpl), lim(P(S, Z nz))!” = plr). 
BX jE 24) EL ii d, 对 称 t.v. 场 , Nl 


13. (Hoffmann-Jørgensen) 


对 每 一 了 一 1,2,"…， 
P(|S,| > 3⁄1 S Gla PX] Zt) + D ,(P(IS.| 21)”, 


其 中 Ci, 是 只 与 了 有 关 的 常数 ,特别 地 Ci = 1D = 4. 
14, (Mogulski H(X; 是 独立 I.v. p]. 82 Km Ln > 0,z, > 0 


成 立 


230 附录 二 概率 不 等 式 


P| min |S,| < z) < PAIS) < =, + x)/ min PIS, — Sa) < z). 


MEREN 
15. BHX} Æi idr v. B|, EX, = 0, EX} = o. Xi 10) < à < 1. WA 
IEE e > GPE 0 < ct < so 使 得 
PS Be -øl <=) 


> gyi — <m 


m. ETER 
1. 对 任意 正 数 r+ 和 c, E| XI(|X| SOV SEXI. 
2. (c: RER) E|X +Y| <<e(E|X|I + EYD rh = 1,40 < r 
<l; =Z 1, r2> 1. 
3. (Cauchy-Schwarz) |EXY| < (EX2'2(EY2)2 I M SHE o R Z, 
EC|XY ||) < (E(X2 |8) E(Y2 |) 2 a.s. 
£ (Hilder) HER 2421 P TTS 18 
IEXY| < (E| X 1268 Y yo, [ECXY |#@)| 
= EUX 121826 (ECIY|s|82) a.s. 
5, (Minkowski) sr r> 1 


“< 


< X EILID 


z| | a Ja" < Jex IP a.s. 
8 £ 
6. (Minkowski 伴随 不 等 式 ) 
E( 5131) > > Der, r>l, 
2 


F 


HD < Dewr. r<, 


= 


1> $ex, r<1. 


7 对 任意 0 < 
(E|XI < (EXI; [1] <[ h" 


= m 


8. (Jensen) 车 9 为 wau a 都 可 积 , 则 
KEX) < EAX); EXIF) SEWAK) |). 
9. R EIX] <, B Y — al(X < a) + Xl la < X < b) + bI(X > b) 
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(— co sÇ a < b <Ç ee). HjxJ 1 < P < so, E|X — EX|” > E|Y — EY|?. 
10.8 X 5 X'iji. d. ,E|X|' < ce, 1< r < 2, 


LEX- X< E| XU < E X — Kl; 
又 对 任意 < 及 -> 之 0 有 
+E|X —mX|' < E|X — X'| < 2,E|X — al". 


11. (Lyapounov) IA, = E|X|:, 0 <1=< m =< n,BJ A ATR 
12.8 X EY 883 EX = 0, E|X P < co, E|Y |? < co, 1 < p< co. 则 
ElYl*< E|X + Y |°. 
13. 设 xCz) 和 w(x) 同 为 非 增 (或 同 为 非 减 ) 的 函数 , 旭 
Eu (X)Eu(X) < EGu(X)u(X)). 

14.3 X,Y Z 0, W3} p 22 0, E(X + Y)” sç 22 (EX? + EY’); 

XF e> 1, E(X + Y)” < 22-1(EX” + EY’); 

HOSPI, EX + Y) < EX: + EY’. 
15. 设 EX? < co, W] Var X< VarX, Var X =Ç VarX. 
16. BE X EA N(0,1),1< 0 <2 WHER: > 0, > 0 # 


2 = 3 9 
exp (E58) Eexp (1X |) < exp (28, + ra, + rÈ ts) 


A exp(Q + e, + PCA, + ele, p)))}, 
18 JI L) E 
2— p 


中 6, = EIX |’, B, = pen + 2z, cle, p) = 


五 、 随 机 变量 的 概率 与 蝶 间 的 不 等 式 
1. (Tehebyehev-Markov 型 ) 设 z>0 
(1)CEehebychev) P |X — EX| > z} < Var X/zx°; 
-1 
O PIX -EX >) < |1+ ZZ] ; 
(3) (Markov) HES r> 0, POUX) 2 z) < E|X|'/z", 


(4) 设 g BERB RR EL) 上 不 减 , 则 


Eg(X) — g(z) 
a.s.supg(X) 


OH IX |< LA P I|XI 22 z) Z EX — z, 
(6) RX S0, WAERO Kal, PX > aEX) 20 — ay (EX /EX, 


= P{|X| > z) < Eg(X)/g(z)*); 


» a.s.sup|X| = infte:0 < £ < se,P(|X| > c) = 0). 
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(7) 着 立 的 可 能 值 为 1,2…, 且 了 PI{X 一 上 } 关于 二 递 碱 , 则 
P(X— D < < $ex. 


2. 车 XX 之 0， MEPS < EX < EPX >. 


nal PeT] 


3. (Kolmogorov) H {X;) 是 独立 rv, 列 ,EX; = 0, z > 0, W S, = 


= 


OQyp|[max IS: > z] < Vars, / Ë |X,| < c, 


G =e)? 
P [max IS; >z) 空 1 一 Vars, ° 


(2) 设 有 r > l, EIX < s B A = {max ls 之 <], 则 
=P [max |S.| > z| < EIS VIA < EIS. 


P| maxs; > z) < (VarS,)/(z2 + Vars, ); 


m 
GP [max S,| <a} < EF Vas, 

4. (Rényi-Hájek) 设 {X,) 是 独立 r.v. 列 ,EX; = 0, 80 < e. S Kc, 
z > 0,m < n. 

CDP{ maxelS| >a) < hle Lexi + È ae), 


a 
(2) 设 g(z) 在 (0,co) 上 降下 二 -gC D = 0 B gG) Lgo), 

则 
P| max ,S, >e) < FOUG J)E+ g(S.) 


' 
JED = ge) g(S, )}, 


ita) Š 


i 


其 中 E+ g(X) = fico r F(x) 是 XX 的 df 
(3) (Bickel) HË XG = 1,…,n) 是 对 称 的 ,g(x) EJEM F rA 


BOIG, = D (ce 一 caoDg(So + egsa). MI 
P| maxag (SD) > z) < 2P{G, > z). 
es 


(4)(Heyde) #X,=Y,+ Z,, HP EY, = 0, EY} < oo. WREE T> 
0 和 0<a<1 有 
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P{ maxas > z|< mbat a EPE 和 cy 


kimt 


+ Sl PZ, 0) + P [e l| 22, |> az]. 


5. 设 {X,} 是 独立 r.v. P|, EX, = 0 HEFE p > 2, E|X,|* < o0. 则 对 任 
Ea > 0 和 常数 aj = lern, 


P(| Xex |> 


j< 2 + z) Y Elax, /zt 
各 
+ 2exp{— 2e-ez2/( (p+ 2) 3) E(a,X 2) h 
f 
6. 设 {X;} 是 独立 r.v. 列 , 记 M, = max |X; 一 mX,| MIHE R z > 0 
P|S, — mS,| 2 z/4) Z PM, > z)/8. 
7. (Rényi-Hájek-Chow) #R(S,,2Z,) AFRE 是 .多 ,i 可 测 的 且 0 一 
lw) < 8,(w) < --- <Ç & (G) as. IHE r > o 
1 + EUSE — S+ 
p|[maxS,/&, > z) < (ESE) + DEUSE ~ St.0/80). 
8 上 穿 不 等 式 ) WS.) ATRAE N 是 样本 {8,,j 一 1,2， ,2) 
上 穿 区 间 [e,5] 的 次 数 , 则 


Ev s< ECS, =a) — ES — a)t) < 
b b =a 


9. (下 穿 不 等 式 ) WS, EB in 是 样本 {3j,j 二 1,2,… n) 
下 穿 区 间 [4,6] 的 次 数 , 则 
ER? < pÈ IEG, A b — ES, A b)). 
10. (Burkholder) 1(S,,2Z,) 为 对 或 非 负 下 软 . 则 有 常数 C 使 对 任意 工 
> 03 


pÈ {ES} + lal). 


rl 316, = S, 2 z]< CE|S,|/ VE. 


Eai 


六 、 部 分 和 及 其 极 大 值 的 矩 估计 
ERYR EUG 是 r.v. 列 , 记 8. 一 了 XX 


= 


LO 对 六 1, EJS K DEX 


= 


(0 30 < r< 1, EIS < DEIXI 
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(3) RX.) 是 独立 对 称 r, v. JOER XG 关于 S, 的 条 件 分 布 对 称 )， 
MW 1<r<2# ElS, < DEIXI. 

2. 设 {X,) Æ Li d.r. v. I. PX, #0) > 0, EX, = 0,0 

Q) PECS ole EIS, >C VT 


(2) limE|S,|/ VE = 2limES;/ Vi = Z EX kho < ExXi < s. 


3. < r < 2. 
(D RAX BAE r. v. 列 ,EX, = 0, JI 
ES, < [= DON PEIXN, 


13. 52 
a(2. 6y 


HP DG) = 


Tr)sin = 


(W) 3⁄5 ECX.. |S) = 0a.s., MEISI <2 DEIX, I; 
(3) EX Rm) = 03.s. 其 中 R= DX: —X,1<j<m+1=<n, 
m 
Els. < [2 — +] 了 
4 (1) WL) 是 黄 差 序列 ,r > 2, Bl 


Els. < Cali NEIX)", 
HEC, = {80r 一 1)max(1,2 35); 
ORX) Es rv. 列 ,EX, = 0( 勤 对 任意 的 正 整数 站 si, 让， 
#1 满 是 minho) = DRE EX hX = 0) REER m. 


EIS,” < Dan IEX”, 
S 


EP Da = 2292100 D 
名 
(3) IX) 是 独立 r.v. 列 ,EX; = 0, r > 2,Nlj 


E|S. < Bat D EIX; N, 


ERB, = hro DQ V PLH 2 DRO) SEE AE ar< 2m 
+2. 
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5.《1) BHX; 是 iLi.d.r.v. 列 , 存 在 + 衬 1,E1X, | < co. JI E max ISl 
< BEIS. N; 
(2)《Doob) 设 {5,} AEM TF 9: , ml 


E| sup $.) <=: + supE (S,log* Sa} . 


[Ë 


n 1,1l 
sup Š, ) 所 gsup(E1S,1*)W, 其 中 p>1,g>1 E% + 7 1. 

6. WX) B isi d.r.v. 3), M Efsup|S,/n]"') < co G Z 1) 等 价 于 
Etsup|X,/n|"} < olr 2 1) Ait F ECX, llogt |X,|) < cotr = 1) È 
EX | < ær > 1), . 

TEX iid rv. pJ, EX, = 0,0} E sup|S,/ v'nloglogn 1") <c (r 
> 2) 等 价 于 E(sup |X,/ Viog logn |") < et 2 2) 也 等 价 于 ECXilog* 
IX, | /logt log|X,|) < œr = 2) R E|X,|' < co(r > 2). 


8. BX ii d.r.v. 列 ,EX) 一 0 常数 wo 一 l. n Eai. 
El Kax)’ = EX}; 


žer 


2 


DE| DaX, ro 


1 十 Zr(3 + r)sin Z EEES] 


3 
trte- 


jaz (<r< 2); 


p=? 


2 
r 
) (2p 一 D11EXUCRE SK p > 2) 


DE| Syaz) )”<[š 


2 
Q) E| Dajt” < u 十 2rCp 十 > 十 Dsin E 
8 


g- f zy 

Ara + ror odl | 
2 |31 tetr 

rO)! 2] `) Jex” 

GE p > 2,0 < r < 2) 

9. BHX) 是 独立 rw PIXI << 1a.s. EE a > 0 Ë PUSI > a) < 


EIERE c > 0 使 对 任意 正 整数 加 ,EB|S,|" < ¿g"mi(a + DD". 


+ 


10. (Khintchine) (XJ) R L i. d. rv. APX, = 1) = PR = 1) 
= 1/2, (b) 是 实数 列 ,r > 0, WARE 0 < Cr < C, < co 使 得 
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cul Da)” 
11. (1) 若 {X;} EEX rv. 列 , 则 


< Da)”. 


ata 


A 
E| max |S。， 一 s.l) < (log(2a)/log2)2 》 EX?; 
isen E21 

(2) ig) 是 正 的 非 降 函 数 ,满足 25(2) <g Oa), limg(a)/g +1) = 1. 

车 存在 v > 2, 对 一 切 4 22 0, E|S.,.. — S,|* =< g**(n). Wr K, 4 
E[max |S — S.) < Kg 
2 

G) H gak) 是 X. X. 的 联合 分 布 的 泛 函 (2 2 0k 守 1 WE 
(CS — S.) < g(a,k) Ë g(a,k) + g(a + km) glask + m) (m 2: 1). 
MJ 

E| max [Se — Su} < dog (2a) /log2V g (a,n). 
12. (Doob) B{5,, 7.) 是 著 , 则 


E| max |S.1} < 


TS 


+ 5,1), E{suplS.!} 


e+ supE|Slog* 8.1) 
e— 1 nal 
又 对 p 之 1 
E[max lS,l") <|; pb. 让 ElS,l’, Elsupls, P} < | ) spz 1s, 
isic p— 11 >i 


13. (Marcinkiewicz-Zygmund-Burkholder) R IX.) 是 著 差 序列 , 则 对 
fE p > 1, 存 在 正 的 常数 4a, <b, Harso ER 
a E| YX) EIS < b,E[ $) 


= 


“E| 50) < supë IS. < RL 230). 
= k = 


14. 设 {X)} 是 独立 r.v. 列 ,EX, = 0, HE r> 2, ELX; < se. iB si = 


DEX. NA M > 使 得 


IE|S,/s,° — E|N(0,D | < Mataron, 
EE r> 46.4. d. B r 2 3) 的 整数 , 则 绝对 矩 可 换 成 矩 ， 
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七 、 指 数 不 等 式 
Li X <las. i] E(expX) < exp(EX + EX’). 
2. 下列 事实 等 价 : 
{1) HE H > 0,34 |z| < H BF, Ee* < oo; 
(2) 存在 a >> 0, Eel < co; 
{3) FE b> 0M >00, HH r> 0, P(|X| >x) < be, 
WREED 0,T > 0,34 |t| < T BF Ee <Ç es. 
以 下 设 {Xj) AMA rv. 列 , 记 SS, 一 51X;. 
pa 
3. 设 eovog T HERIO AO KIKTO TLES M Be” ge, 
记 G= Je WHOL < GT # 
= 
PiS, Sa) Se (PIS, K- z) Ce), 
š z > GT 有 
PIS,2 zY Ke (PIS,<— z) SeT), 
4. BEX; = 0, i= EX} < co, B = Dol RUTE H > 0, 对 任意 整数 
= 


m> 2, EX7 < TlH" i o < z < B/H # 
P(S,2 z) Ket, PS SC~ z) < ee, 
žr > B/H A 
PIS, Sa} Ke, PISK z) Se, 
5.8 0 < EX, < co BEREK goog, MT: 40E T BÍ Eex, < 
: 
erte Ml 


P| maxs, > z} Se (0 s< r< GD, 
giga 


PimaxS, zz) e= (z GT). 


Lein 


6, (Hoeffding) 
(D R0< X <1X= L YX, a= EXW < E<] 


=i 


PIX — u> z)< P|max(S, — ES) > nz) 
TS 


< 和 


HFa 
A 
< @ Un < ear ; 


atar 
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JEP aUo = an E <<; ani Sa <J. 


(2) 设 w < X, < b MERK z > 0 
P(X — n> z) < P|max(S, — ES) > nz) Kea Dp, 


Isign 


7. (Bennet) HEX, <b, EX; = 0, iB ot = 1 STEX, MAHER M 


z>0 
PIX > z) < P| maxs, > na) <|- fhi +h afı +4) - 可 
[toxa < aT 

人 + tzi sasiad z] ey 


8. (Bernstein) it EX, 一 0, 对 某 a > 0 和 一 切 n 守 2, EIX, < 
a”*/2; 则 对 一 切 z > 0 


PTRS cool- aaae, 
oj 十 ax/ vs) 


Son! 


特别 地 , 当 |X;| < m 时 有 


PRS opf- = 
2), VarX; + 2mnz/3 


9. (Kolmogorov-Prohorov) ġ EX, = 0, EX: < co jB s = S Ex, 
设 Xl Kesas G= ha). m 

(D 设 e> OME <1 PAS > e expl- fi- E) h: 

(2) Be > 0, 则 P(S./s, > e! < exp |— garesinh z 

(3) Hf r > 0 FTE elr) 3] =(r) , %4 £ ZZ e) A ee < alr) BF 

P(S./s, > s) < exp|— a+). 

10. RG) 是 ii.d,r.v. 列 , 则 对 任意 正 数 5,v A s, 

PU SATURN < ~ EPI, <b| 
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v b 
> erEXH(IX | S b) + z 


=< ™, 
RI IERE o > EXII(|X,| 5), b> 0, roA 


P{| XXIAXI <D- ESNDXACIX,I <| 
各 8 


> 站 1 + exp 


< zea, 
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